


थ्री विन्मोढकरण सेठी उम० उस-सी० 

आपका जन्म २८ अप्रे७ १९३१ ईसवी को 
आगरा में हुआ था। सन्‌ १९५३ में आपने आगरा 
कॉलेज, आगरा विश्वविद्यालय से एम० एस-्सी० 
की परीक्षा उत्तीर्ण की । इसके वाद दो वर्ष तक 
आपने 'इडियन र्टैंटिम्टिकल इस्टिट्यूट' (कलकत्ता) 
के रिसर्च एण्ड ट्रेतिंग स्कूल में प्रशिक्षण प्राप्त किया 
सन्‌ १९५५ से १९५८ तक कलकत्ता में ही वैशनछ 
सैम्पल सर्वे बगे डिजाइन यूनिट में कार्य करते रहे। 
सन्‌ १९५८ के पदचात्‌ आप आगरा विश्वविद्यालय 
के 'इस्टिट्यूट ऑफ सोशल साइसेज' में सोस्यिकी 
के सहायक श्राध्यापक नियुक्त हुए । इस समय आप 
'उसी पद पर कार्य कर रहे है । 


हिन्दी समिति हारा प्रकाशित ग्रन्थ 
सम्‌ १९६०-६१ के प्रकाशन 


१. अंग्रेजी भाषा और साहित्य ३५० 
२, आयुर्वेद का बृहत्‌ इतिहास ११.०० 
३. भारतीय सस्कृतति ०० 
४. अपेक्षिकता का अभिप्राय ०० 
५. झासत पर दो निबन्ध ४.५० 
६. इस्पात का उत्पादन ५.०० 
७ प्राचीन भारत में रमायव का विकास १४.०० 
<. हरिवंश पुराण का सास्क्तिक विवेचन ४.५० 
९. गहन खेंती घ्‌.०० 
१०. इब्ने सलदून का मुकदमा है०,०० 
११. काप्ठ-परिरक्षण १०,०० 


हिन्दी-समिति-प्रन्यमा ला--४५ 


सांख्यिकी के सिद्यात्त ग्रौर उपयोग 


लेखक 
श्री विनोदकरण सेठी 


प्रकाशन शाखा, सूचना विभाग 
उत्तर प्रदेश 


प्रयम संस्शरण 
१९६१ 


मूल्प 
९ रुपये 


मुद्रक 
पं० पृथ्वोनाथ भाग॑ंव, 
भागंव भूषण प्रेस, गायघाट, वाराणसी 


प्रकाशकीय 


सांख्यिकी अपेक्षाइतत एक आधुनिक शास्त्र है जिसका महत्त्व ज्ञान-विज्ञान 
की उन्नति एवं आथिक और औद्योगिक समस्याओं की जटिलताओं के साथ बढ़ता 
जा रहा है। उसके उपयोग का क्षेत्र आज इतना व्यापक हो गया है कि विज्ञान की 
शायद ही ऐसी कोई शाखा हो जिसमें सास्यिको के नियमों और उसके आधार पर 
प्राप्त तथ्यों का प्रयोग न किया जाता हो । इस समय देश में खाद्योत्पादन तया अन्य 
वस्तुओं के निर्माण सम्बन्धी जो योजनाएँ बतायी जा रही है, उनकी बुनियाद हमारी 
वर्तमान और भावी आवश्यकताओ तथा वस्तुओं की उपलब्धि सम्बन्धी उन ऑकडो 
पर ही रखी जा सकती है जो साड्यिकी के सिद्धान्तों का सावधानी से प्रमोग करने 
पर प्राप्त होते है । इसी तरह औद्योगिक, आथिक तथा चिकित्साविज्ञान सम्बन्धी 
गवेषणाओं में भी सांख्यिकी हारा प्राप्त निप्कर्पो से बडी सहायता मिलती है । इसकी 
इस उपयोगिता और बढते हुए महत्त्व को दृष्टि में रखकर ही यह पुस्तक हिन्दी मे 
प्रकाशित की जा रही है। 

हिन्दी-समिति-प्न्यमाला की यह ४५वीं पुस्तक है । इसके लेखक श्री विनोद- 
करण सेठी एम० एस-सी० आगरा विश्वविद्यालय के इस्टीट्यूट ऑफ सोशल साइसेज 
में सांड्यिकी के सहायक प्राध्यापक है । आपने उदाहरण दे-देकर विपय को समझाने 
की चेष्टा की है जिससे उसकी दुरूहता बहुत घट गयी है । 


श्रपराजिता प्रसाद सिह 
सचिव, हिन्दी समिति 


विषय-सूची 


भाग एक 
परिचय और परिभापाएँ 
कि पृष्ठ संप्या 
अध्याथ १--प्लाँफिपिकी वया है ब्ब ब् १ 
१.१ वैज्ञानिक विधि और साख्यिकी १; १२ साख्यिकी के 
उपयोग ४॥। 
अध्याय २--समप्टि और उसका विवरण रे बल. ह३ 


२-१ समष्दि १३; २.२ चर १३; २.३ आँकडों को संक्षिप्त रूप में 
रखने की विधि १४; २.४ आँकड़ों का रेखा-चित्रों द्वारा निरूषण १६; 
२.५ चर के परास का विभाजन १९; २६ केन्द्रीय प्रवृत्ति के कुछ 
माप २५; २.७ प्रसार के कुछ माप ३१; २ ८ घूर्ण ३७; २-९ वेपम्य 


और ककुदता इेट।._| ०7 


अध्याय ३--प्रापिकता हा 22 
३.१ वे स्थितियाँ जिनमें प्रायिकता का प्रयोग किया जाता है ४३; 
३.२ आपेक्षिक वारम्वारता का सीमान्त मान ४४; ३-३ एक अन्य 
परिभाषा ४६; ३.४ प्रतिवंधी प्रायिकता ४९; ३.५ स्वतन्त्र घटनाएँ 
५०; ३.६ घटनाओं का संगम और प्रतिच्छेद ५०; ३.७ परस्पर अपवर्जी 
घटनाएँ ५१; ३.८ घटनाओं का वियोग ५१; ३ ९ घटनाओं का गर्भित 
होना ५२; ३-१० आपेक्षिक वारम्वारता के कुछ गुण ५२; ३-११ 
प्रायिकता के गुण ५४; ३-१२ बेज का प्रमेय ६०॥ 


अध्याय ४--प्राधिकता चंदन और यादृच्छिक चर बन 


४.१ यादुच्छिक चर ६५; ४.२ असतत बंटन ६६; ४.२.१ यादृच्छिक 
चर के फलन का बंदन ६६; ४.२.२ द्वि-विमितीय यादृषच्छिक चर 
६८; ४.२.३ द्वि-विमितीय चर के फलन का वंटन ७०; ४.२-४ एक 


४३ 


च््ष्‌ 


पृष्ठ संध्या 


पाइरवीय वंटन ७१; ४.३ सतत वंटन ७२; ४.३.१ आयताकार वंटन 
७६; ४.३.२ प्रसामान्य वंदन ७६; ४.४ संचयी प्रायिकता फलन ७७; 

४.४.१ संचयी प्रायिकता फलन के गुण ७७; ४.५ स्वतन्त्र चर ७९; 

४.६ प्रायिकृता वंटन के प्रति समाकलन ८१; ४.७ यादृच्छिक चर का 
प्रत्याशित मान अथवा माध्य ८३; ४.८ यादुच्छिक चर के घू्णे 2४; 

४.९स्व॒तन्त चरों के गृणन फल का प्रत्याशित मान ८४; ४.१० चरों 
के योग का प्रत्याशित मान ८५॥ 


भाग दो 
परिकल्पना फो जाँच और कुछ महत्त्वपूर्ण प्रायिकता घंटन 


अध्याय ५--मनोवेज्ञानिक पृष्ठ-भूमि बन बन 
अध्याय ६--द्विपद वंटन री 
६.१ द्विपद बंदन १०२; ६.२ द्विपद वंदन के उपयोग के कुछ उदाहरण 
१०३; ६-३ द्विपद बेंटन के कुछ गुण १०७; ६-४ द्विपद चंटन के लिए 
सारणी १०९; ६.५ एक मनोवैज्ञानिक सिद्धान्त की जाँच में द्विपद 
बंदन का उपयोग ११२॥ 
अध्याय ७--प्वासों वंटन गप ब् 
७.१ कुछ परिस्थितियाँ जिनमें प्वासों वंटन का उपयोग होता है 
११५; ७.२ द्विपद वंदन का सीमान्त रूप ११६; ७.३ वास्तविक बंटन 
का प्दासों वंटन द्वारा सन्निकेटन ११९; ७.४ प्वासो वंटन के कुछ 
गुण १२१; ७.५ उदाहरण १२५; ७.६ प्वासों बंटन की सारणी १९६ । 
झप्याय ८--प्रसामान्‍्य यंटन की कब 
<.१ गणितीय वंटनों का महत्व १२८; ८.२ प्रसामान्य वंटन की परि- 
भाषा १३०; <<३ प्रसामान्य वेंदन के कुछ महत्त्वपूर्ण गुण १३१; 
<.४ प्रसामान्य बंटन द्विपद वंटन का एक सीमान्त रूप १३४; ८.५ च्ुटियों 
का चंटन १३७; <.६ गराउस के त्रुटि-वंटन की व्युत्पत्ति १३९; ८.७ 
परिकल्पनाओं को जाँच में प्रसामान्य बटन का उपयोग शेड | 


८७ 
८९ 
१०२ 


११५ 


१२८ 


पृष्ठ संष्या 
अध्याय ९---.४* बंटन ८ नन.. १५० 
९.१ यादृब्टिक चर के फलन बा वटन १५०, ९२ £%१ का बटन 
१५०; ९.३ ४,-चर वी परिभाषा १५१; ९४ ११ वटन के कुछ गुण 
१५२; ९५ समप्टि को पूर्णरूप से विनिदिष्ट करनंवाली परिवात्प- 
नाओं थे; लिए १*परीक्षण १५४, ९६ #*-वटनो की सारणी १५६, 
९.७ उदाहरण १५७, ९८ आसजन सौप्ठव का £-परीक्षण १६०; 
९.९ समप्टि को अपूर्ण रूप से विनिर्दिप्ट करनेवाली परिकल्पनाओं के 
लिए /-परीक्षण १६०; ९ १० गुण साहचर्य के लिए दो स्वतन्त्र 
प्रतिदर्शों का £?-परोक्षण १६२, ९ ११ प्रसामान्य-बटन के प्रसरण 
संबंधी परिकल्पना-परीक्षण में %ः-बंटन का उपयोग १६९॥ 
अध्याप १०--६घंटन ज #«&० “डर 
१०.१ उपयोग १७२; १० २ /चंटन का प्रसामान्य-बटन और :६१- 
बंटन से संबंध १७२; १०.३ परिकल्पना परीक्षण १७३; १०४ 
उदाहरण १७४; १०५ एक तरफ़ा और दो तरफा परीक्षण १७६; 
१०.६ द्वि-प्रतिदर्श परीक्षण १७८; १०.७ उदाहरण १८०, १०.८ 
#परीक्षण पर प्रतिबंध १८२: 
अध्याय ११--४-२ंटन न ल्‍ू हैंटेडें 
११.१ ए-वटन और #नवंटन का सवध १८४; ११-२ परिकल्पना 
परीक्षण १८५; ११.३ उदाहरण १८५॥ 
अध्याय १२--परिकल्पना फो जाँच के साधारण सिद्धान्त नन् १८७ 
१२.१ जाँच की परिचित विधि की आलोचना १८७; १२.२ अस्वीकृति 
क्षेत्र १८७; १२.३ एक तरफा परीक्षण १८८; १२४ विभिन्न निकपो 
से अलूग-अऊग निष्कर्प निकालने की सभावना १८८; १२-५ नीमन- 
पीयरसन सिद्धान्त १९०; १२.५ १ पहली प्रकार की त्रुटि १९१; 
१२-५.२ दूसरी प्रकार की त्रुटि १९१; १२५.३ सिद्धान्त १९१; 
१२.६ परीक्षण-सामथ्यं ओर उसका महत्त्व १९१; १२.६-१ परिभाषा 
१९१; १२.६-२ उदाहरण १९१; १२-६-३ अभिनत और जनभिनत- 
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परीक्षणों की परिभाषा १९२; १३७ प्राचठ का अवकाश १९२; 
१३.८ निराकरणोय परिकत्पना १९३; १२९ प्रतिदर्श और प्रतिदर्श- 
परिमाण १९३; १२.१० स्वीकृति और अस्वीह्धति क्षेत्र १९४; 
१२.११ प्रथम प्रकार की भूटि की प्रापिकता और सामर्थ्य १९४; 
१२.१२ तुल्य तथा उत्तम परीक्षण १९४; १२.१३ प्रमेयष १९५; 
१२.१४ ग्राह्म परीक्षण १९६; १२ १५ अस्वीकृति प्रदेश के चुनाव के 
अन्य निकप १९७, १२१६ उदाहरण १९७; १२.१७ झुछ परि- 
भाषाएं १९८; १३ १८ उदाहरण २००; १२ १९ नीमनन्सीयरसन के 
सिद्धान्तों की आछोचना २०१; १२ २० फिक्षर की विचारधारा २०२॥ 


भाग त्तीन 
साहचमे समाक्षपण और राहसंबंध २०९ 


अध्याय १३--साहचर्य _ न्>ः रे१३ 


१३.१ परिचय २११; १३-२ साहचर्य को परिभाषा २१२; १३-३ 
साहचर्य के माप २१३; १३.४ क्रमिक साहचर्य का सूचकांक २१७; 
१३.५ क्रमिक साहचर्य के सूचकांक का कलन २१७।॥ 
अध्याय १४--सह-संबंध रू >*.. २२१ 
१४,१ परिचय २२१; १४.२ सह-संवंध सारणी २२१; १४.३ धनात्मक 
व ऋणात्मक सह-संबंध २२२; १४.४ प्रकीर्ण चित्र २२३; १४.५ 
समाश्रयण वक्र २२३, १४.६ सह-संघंध गुणांक २२४; १४.७ समा- 
श्रयण गुणाकों और सह-संबंध गुणोंक में संबध २२६; १४.८ सह-संबंध 
गुणांक का परिकलन २२७; १४.९ बहुत बड़े प्रतिदर्श के लिए सह- 
संबंध गुणांक का परिकलन २२८; १४.९.१ परिकलन की जाँच २२८; 
१४.१० मूल बिंदु व मात्रक का परिवर्तन २२९१ 
अध्याय १५--वक्-आसजन बन *».. रेरेरे 
१५.१ अनुमात में चुटि २३२; १५.२ अनुमान के लिए प्रतिख्ष का 
उपयोग २३४; १५.३ अवकलू कलन के कुछ सूच २३४; १५-४ एक- 


न्न्र्‌ १ । 


पृष्ठ संरपा 


घात प्रतिरूप का आसंजन २३५; १५-५ अधिक सरल प्रतिरुप २३८; 
१५.६ प्रावकलक़ों के प्रसरण २३९; १५.७ परिकल्पना परीक्षण २४१, 
१५.८ द्विघाती परवरूय का आसजन २४२। 

अध्याय १६--प्रतिबंधी वंटन, सहसंबंधानुपात और माध्य वर्ग आसंग 
१६१ असतत चर २४५; १६-२ सतत चर २४६; १६ हे समाक्षयण 
२४८; १६-४ सहसवंधानुपात २४९; १६.५ माध्य वर्ग आसग २५० । 


भाग चार 
प्रावकरून 


अध्याय १७--प्रवकलन के आरंभिक सिद्धान्त 
१७.१ प्रावकलक और उसके कुछ इच्छित गुण २५५; १७.२ दो अन« 
भिनत प्रावकलकों का संचयन २५९; १७ ३ प्रावकलक प्राप्त करने 
की कुछ विधियाँ २६०; १७.४ विश्वास्य अंतराल्ल २६५ । 


भाग पाँच 
प्रयोग अभिकल्पना 
अध्याय १८--संपरीक्षण में सांस्यिकौ का स्थान «« दा 
१८.१ भोतिकी और रसायन के प्रयोगों में सांख्यिकी का साधारण-सा 
भहृत््व २७१; १८-२ विज्ञान की अन्य शाखाओं में साह्यिकी का असे- 
धारण महत्व २७१; १८.३ परिकल्पना की जाँच और प्राचलों के 
प्राककलन में प्रयोग अभिकल्पना का महत्त्व २७१; १८-४ उदाहरण 
२७३; १८.५ यादृच्छिकीकरण २७४; १८-६ नियंत्रित यादृच्छिको- 
करण २७६; १८,७ ब्लॉक २७७; १८.८ प्रयोग आरम्भ करने से पूर्व 
योजना की आवश्यकता २७७; १८.९ प्रयोग की योजना बनाते समय 
तीन बातों का ध्याव रखना होता है २७८; १८.१० प्रयोग का उद्देश्य 
२७८; १८.११ प्रायोगिक उपचार २७९; १८-१२ बहु-उपादानीय 
प्रयोग २७९; १८.१३ नियंत्रण इकाइयाँ २८०; १८१४ प्रयोग अभि- 
कल्पना का एक सरल उदाहरण २८१; १८-१५ निराकरणीय परि- 
कल्पना को सिद्ध नहीं किया जा सकता २८३; १८.१६ भौतिक 


२५३ 
२५५ 


२६९ 
२७१ 


१२० 


पृष्ठ संख्या 
स्थितियों पर नियंत्रण की आवश्यकता २८३; १८-१७ प्रयोग को 
अधिक सुग्राही बताने के कुछ तरीके २८३ । 
अध्याय १९--प्रसरण-विद्लेषण स्ू >. रेट६ 
१९.१ एक प्रयोग २८६; १९.२ प्रसरणों का संयोज्यता गुण २८६; 
१९.३ औसत लम्बाई का प्रवकलन २८७; १९४ ओसत रूम्बाई के 
प्रावकलछक का प्रसरण २८८; १९.५ प्रसरण का प्रावककन २८९३ 
१९.५.१ ०-५३ का प्रावकलन २८९ १९.५.२ ०9) का प्रावकलन 
२९०; १९.६ प्रसरण विश्छेषण २९१; १९.७ प्रसरण विश्छेषण का 
परिकल्पना की जाँच में उपयोग २९२; १९,८ प्रसरण विश्लेषण सारणी 
२९३; १९.९ कुछ कल्पनाएँ जिनके आधार पर निराकरणीय परि- 
कल्पना की जाँच की जा सकती है २९४; १९.१० परीक्षण २९५। 
अध्याय २०--पादृच्छिकीकृत ब्लॉक अभिकल्पना न. २९७ 
२०.१ ब्लॉक बनाने का उद्देश्य २९७; २०.२ यादृच्छिकीकरण और 
पुनः प्रयोग २९८;२०.३ यादृष्छिकीकृत ब्लॉक अभिकल्पना और 
पूर्णतः यादृच्छिकीकृत अभिकल्पना में अन्तर २९८; २०.४ वे उपादान 
जिन पर पेदावार तिर्मर करती है ३००; २०.५ यादृच्छिकीकृत ब्लॉक 
अभिकल्पना के लिए एक गणितीय प्रतिरूप ३००;२०.६ विभिन्न 
परिकल्पनाओं के अन्तगंत ०-* का प्रावकलन ३०१; २०,७ बिना परि- 
कल्पना के -* का प्रावकलन ३०३; २०.८ प्रसरण विश्लेषण सारणी 
३०३; २०.९ परिकल्पनाओं की जाँच ३२०४; २०.१० उदाहरण ३०५; 
२०-११ ब्लॉक २०९। 
सध्याय २१--लेटिन वर्ग अभिकल्पना कं ३१० 
२१.१ प्रयोग को सुग्राही बनाने का प्रयत्न ३१०; २१.२ उदाहरण 
३१०;२१-३ आंकड़े ३१२; २१-४ लूटिन वर्ग ३१२; २१.५ 
विश्लेषण ३१३; २१.६ साधारण ३१६॥ 
अध्याय २२--बहु-उपादानोय प्रयोग न दै१७ 
२२८१ परिचय ३१७; २२.२ बहु-उपादानीय प्रयोग के छाभ ३१८ 
२२.३ मुख्य प्रभाव और परस्पर क्रिया ३१९; २२.४ उदाहरण ३२२; 
२२.५ विश्केषण ३२३ । 


न रै३त 
पृष्ठ संदया 


अध्याय २३---समाकुछन ज न. शेरेट 
२३.१ असंपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना की आवश्यकता ३२८; २३ २ परम्पर 
क्रिया का समाकुलन ३२९; २३ ३ विश्लेषण ३३०; २३ ४ आशिक 
समाकुलन ३३५; २३-५ सास्यिकीय विश्लेषण ३३६ ॥ 

बष्याय २४---संतुलित असंपूर्ण ब्लॉफ अभिकल्पना न. रेरे८ 
रे४.१ परिभापा ३३८; २४.२ उदाहरण ३३८, २४३ सनुलित 
असंपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना के प्राचछो के कुछ सवध ३४०, २४४ 
यादृच्छिकीकरण ३४१; २४.५ खेती से सवधित एक सतुलछित- 
असपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना ३४१; २४.५ १ विदलेषण के लिए प्रति- 
रूप, प्रतिरूप के प्राचछो का प्रावकछन ३४१; २४५ २ परिकल्पना 
परीक्षण ३४३; २४.५.३ माँकड़े ३४४; २४ ५.४ विश्लेषण ३४५॥। 

अध्याय २५--सहुकारी चर का उपयोग और सह-प्रसरण विश्लेषण »« शे४७ 
२५.१ प्रयोग को अधिक दक्ष बनाने का प्रयत्व ३४७; २५ २ समाश्रयण 
प्रतिहप ३४७; २५.३ उपचारों के प्रभाव समान होने वी परिकल्पना 
के अन्तर्गत समाथ्रयण प्रतिरूप के प्राचलों का प्रावकलन ३४८; 
२५-४ बिना परिकल्पना के समाश्रयण प्रतिरूप के प्राचलो का प्रावकलन 
३४९; २५.५ उपचार वर्गे-योग ३५१; २५-६ परिकल्पनाओ के 
परीक्षण ३५४; २५.७ उदाहरण ३५४; २५७१ प्रेक्षण ३५५। 


भाग छः 


प्रतिदर्श सर्वेक्षण 


अध्याय २६---प्रतिदर्श सर्वेक्षण फे साधारण सिद्धान्त ३६१ 


२६-१ योजना के लिए सर्वेक्षण की आवश्यकता ३६१; २६-२३ सवक्षण 
में चूटियाँ ३६३२; २६.३ अन्य उपादान ३६३; २६ ४ सरल यादृच्छिक 
प्रतिचयन ३६४; २६.५ प्रावकलन ३६५; २६-६ प्रावकलक का 
प्रसरण ३६६; २६.७ प्रावकलूक के प्रसरण का प्रावकल्न ३६७३ 
२६८ अनुपात का प्रावकलन ३६८; २६-९६ विचरण-गुणांक और 
प्रतिदर्श परिमाण ३६९। 


>र४ड-- 


पृष्ठ संध्या 


अध्याय २७--स्तरित प्रतिचयन गम ३३ 
२७ १ परिचय ३७१; २७.२ प्रायकलन ३७१; २७.३ प्रावकलन का 
प्रसरण ३७२; २७.४ प्रसरण का प्रायकटन ३७२; २७.५ विभिन्न 
स्तरों में प्रतिदर्श परिमाण का वितरण ३७३; २७.५-१ समानुपाती 
वितरण ३७३; २७.५.२ अनुकूछतम वितरण ३७४; २७.६ स्तरण- 
विधि ३७५; २७.७ सन्निकटन ३७६ । 

अध्याय २८--ट-चरणी प्रतिचयन ब्् बडे 
२८.१ प्रतिचयन विधि और व्यय ३७७; २८.३ द्वि-चरणों प्रतिचयन 
विधि ३७७; २८.३ संकेत ३७८; २८.४ प्रतिचयन ३७८; २८.५ प्रावक- 
लछन ३७८; २८ ६ प्रावकलूक प्रसरण ३७९; २८.७ प्रसरण का प्रावकलन 
३८०; २८.८ अनुकूलतम वितरण ३८१; २८.९ उदाहरण ३८३॥ 

अध्याय २९---सामूहिक प्रतिचपन हे डा 
२९.१ सामूहिक प्रतिचयन ३८५; २९.२अनुपाती प्रावकलन ३८५; २९.३ 
व्यवस्थित प्रतिचयन ३८६; २९.४ प्रारोहक समूह ३८७; २९.५सामूहिक 
प्रतिचयन में प्रसरण ३८८; २९.६ प्रसरण का प्राककलक ३८८; २९.७ 
सामूहिक और सरल यादृच्छिक प्रतिचयन की तुलना ३८८ | 
अध्याय ३०--अनुपातो प्रावकलन ३० हे 
२०.१ अनुपात का प्राककलन ३९०; ३०.२ अनुपाती प्राककलक 
अभिनति ३९०; ३०.३ अभिनति का प्राककलन ३९२ ; रे०.४ 
अनुपाती प्राक्कलन की माध्य-वर्ग-ब्रुटि ३९२; ३०.५ समष्टि-्योग का 
अनुपाती प्रावकलन ३९२; ३०.६ अनुपाती प्राक्कलन और साधारण 
अनभिनत प्रावकलन की तुरलूना ३९३; ३०.७ उदाहरण ३९४; ३०.८ 
प्रतिदर्श परिमाण ३९४। 
अध्याय ३१--विभिन्न-प्रायिकता प्रचयत *क 4८ 
३१:१ चयन विधि ३९६; ३१-२ विकल्प विधि ३६८; ३१.३ प्रावकलन 
३९९; ३१.४ प्राककलक का प्रसरण ३९९; ३१.५ मसापानुपाती 
प्रायिकता ४००; ३१-६ प्रावकलक के प्रसरण का प्राक्कलन ४००३ 
३१.७ उदाहरण ४०१; ॥ 
पारिभाषिक शब्दावली कु न न 


३७१ 


३७७ 


३८५ 


३९० 


३९६ 


ड्ग्पु 


चित्र-सूची 


खित्र संत्या पृष्ठ सप्या 


१--संचयी बारंवारता 
२--आवृत्ति बहुभुज 
३--आयत चित्र 
४--उत्तर प्रदेश के पुरुषों की आयु-आवृत्ति का आयत चित्र 
५--उत्तर प्रदेश में प्रतिशत साक्षरता 
६--उत्तर प्रदेश मे साक्षरता का आयत चित्र 
७--फरीदाबाद के परिवारों का मासिक व्यय के अनुसार वितरण- 
आयत चित्र 
८--फरीदावाद के परिवारों का मासिक व्यय के अनुसार सचयी 
आवृत्ति चित्र न 
९--भारतीय ग्राम-परिवारों का अधिकृत क्षेत्रफल के अनुसार वितरण 
+-संचयी आवृत्ति चित्र का एक भाग 
१०--असममित तथा सममित वितरण रु * 
१--ऊध्वं रेखा पर मिश्ञाना वाँधकर चलायी हुई गोलियो का वितरण 
१२--घचौकी पर वर्षा-विन्दुओ की प्रायिकता के 
१३--पाँसा फेंकने पर ऊपर की बिंदुओं की संख्या का प्रायिकता-बंटन 
१४---एक पॉँसे के छः मुख हु 
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कुछ ग्रीक श्रक्षरों के उच्चारण 


न्‍ 
& एल्फा 3, 9 बीठा 
[१, ४ गामा 8 डेल्टा 
€ एप्साइलन $# फाई 
> काई > लंभडा 
श्र्भ्यू 9 क्पः 
का पाई , एरी 
कटा फ साई 
॥ ईटा है जाई 
0 थीटढा 80. ७ ओमेगा 


5,० सिगमा 


कुछ गणितीय संकेत 


(7) ८ एक संझरुषा है जिसका मान निम्नलिखित अनंत श्रेणों से प्राप्त होता है । 
_ हु ॥ ५ न ही 
स्ट्य तक हा जार न न्ज़ाः 
च्यक्झे ज़ 


ख्चा 


(2) # (पाई) एक वृत्त की परिधि ओर व्यास का अनुपात । इसका मान लछग- 
भग 3.74759 होता है । 


(3) (४) के | उठ तु 


0 
गामा फलनों का निम्नलिखित महृत्त्व-पूर्ण गुण होता है 
((॥+-7) 559 [१ (४) 


(4). कन्‍्त्क » लगभग 9 के बराबर है। 
(5) का > खा खि से 'क' बडा है। 

(6) का < खा ख से क' छोटा है ! 

(7) मां 7४ वस्तुओं के कुल क्रमचपथों की संख्या । 


(8) ( हि ) 7 वस्तुओं में ४ वस्तुओं के विभिन्न संचयों की 
्ा! 


हुमा न जक्ताए 
(9) &0ए8 8 संगम 8! &याए में से कम से कम एक घटना का 
घटित होना 
(70) ए 8४--१,0०४५08, .******ए8, व से लेकर 
बच्च 


5७ तेंक ४ घटनाओं का संगम अर्यात्‌ इन 79 घदनाओं में से 
कम से कम एक का घदढित होना । 


>ह८- 


(77) 8-8 “#& वियोग छ' 8 घटित हो, परन्तु 8 नहीं । 
(72) 2079 '# प्रतिच्छेद /ै & और 8 दोनों का एक साथ घटना। 
(33) ०८८४ “घटना ८ घदढना # में गर्भित है” अर्यात्‌ यदि 
(: घटित होगी तो 8 भी घटित होगी । 
(74) 068 "घना 0 घटना # में गर्भित नहीं है” यानी यदि (० घढित हो 
तो यह आवश्यक नहीं है कि 6 भी घटित हो | 
(55) ४(१) न्यू ए घटना ह# की वारबारता' । 
(१6) ९(४) “घटना & की प्रायिकता' । 
(77) ?(7४--5०) हे के » के बराबर होने की प्रायिकता । 
(78) 7(४<७ &€ ७) ऊे का मान ५ से अधिक और 9 के बरावर अथवा 9 से 
कम होने की प्रायिकता। 
(79) 87/(००) ४ के उन मातरों का कुछक जिनके लिए 
४६९(2९) < 9 
(2०) 0७७ “ीटा स्थित है ओमेगा में' अर्थात्‌ कुछक ७ के मानों में से 0 एक है। 
(27) ?(&|8) 'त्रायिकता 8 दत्त 9” यह दिया होने पर कि 8 घटित 
हो चुकी है 8 की प्रतिवंधी प्रायिकता । 
(22) (%) . चर # का £ पर प्रायिकता घनत्व 
हि जज ए ४-० <ज € ४--07] 
गज हक 
8-+0 
(23) 8(%) चर > का & पर संचयी प्रायिकृता फलन: 
च््ए [है <%] 
(24) (2,०) उन संख्याओं का कुछक जो 9 से बड़ी और 9 से छोटी है । 
(25) (०,०) उन संझयाओं का कुछक जो ४ के बराबर या » से बड़ी है 
और ४8 से छोटी है। 
(26) (०,0) उन संख्याओं का कुछक जो 2 से बड़ी हूँ और 9 के बराबर अथवा 
5 से छोटी हैं । हर 
(27) (०,०) उन संल्याओ का कुलक जो न तो » से छोटी हैं और न ही ४ से बड़ी । 


भाग ३ 
परिचय ओर परिभापाएँ 


र्‌ सांड्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


है। क्या यह सम्भव नही है कि ऊपर जिन ववतब्यों की विवेचना की गयी है वें सब 
सही हों---या उनमें से कुछ सही हों ? मान लीजिए कि जिस महिला ने स्ट्रप्टो- 
माइसीन की आलोचना की थी उन्होने उन हजारों क्षयरोगियों का अध्ययन किया 
होता जिनको स्ट्रैप्टोमाइसीन दी गयी और उनमें से कोई भी रोग से छुटकारा नहीं 
पा सका । तो क्या फिर भी आप उनके कथन को अनुचित मानते ? छेकित यह 
अनुभव भी तो विशिष्ट ही हैं। उन्होंने उन सब रोगियों का तो अध्ययन नही किया 
जिनको यह औपधि दी गयी है। फिर भी उनके कथन में आपका विश्वास अवश्य 
ही अधिक दृढ़ होता। 
यह शायद मनुष्य का स्वभाव है कि अपने अनुभवों के आधार पर वह उन 
बहुत-सी वस्तुओ और घटनाओ के वारे में भी एक धारणा वना छेता है जिनका उसे 
कुछ भी अनुभव नही होता वास्तव में विज्ञान का विकास इसी प्रकार होता है। 
जब कोई वैज्ञानिक किसी सिद्धान्त अथवा नियम का प्रतिपादन करता है तो उसका 
आधार भी उसके या अन्य वैज्ञानिको के अनुभव ही होते हैं। “लोहे के टुकड़े को 
पानी में रखने से उसमें जग लग जाता है और सोडियम के टुकड़े को पानी में डालने 
से उसमे आग छग जाती है।” “प्रत्येक द्रव्य-कण हर दूसरे द्रव्य-कण को आकर्षित 
करता है।” “मलेरिया बुखार एनाफिलीस नामक मच्छर के काटने से ही होता 
है।” थे सव इस प्रकार के कथन हूँ जिन्हे वैज्ञानिक सत्य की सन्ञा दी जाती है। वंया 
इनके प्रतिपादन का अर यह है कि वैज्ञानिको ने प्रत्येक छोहे या सोडियम के दुकड़े 
को पानी में डालकर देखा है या उन्होंने मलेरिया के प्रत्येक रोगी को मच्छर द्वारा 
का्े जाते हुए देखा है ? इस प्रकार किसी भी वैज्ञानिक नियम की विवेचना यदि 
आप करे तो आपको पता चलेगा कि उनका आधार कुछ सीमित अनुभव ही है। 
इस प्रकार विशिष्ट से व्यापक नियमों के प्रतिपादन में दोनो ही सम्भावनाएँ 
है। वे सत्य भी हो सकते है और असत्य भी। वैज्ञानिक इस वास्तविकता की 
समझता है। वह यह दावा नही करता कि ये नियम निरपेक्ष सत्य ही हूँ । वह यह 
जानता है कि ये केवल परिकल्पना (॥ए७9०४ा८आं$) मात्र हैं जो वैज्ञानिक जंगत्‌ 
के अभी तक के अनुभवों को समझने में सहायक होते है। यदि इन परिकल्पनावा के 
विरुद्ध कुछ भी प्रमाण मिलते है तो वह इन नियमों में सशोधन करने के छिए अथवा 
उन्हें त्याग कर दूसरे नियम प्रतिपादित करने के छिए प्रस्तुत रहता है । 


व्यापक ज्ञान प्राप्त करने की एक विधि है जिसे वैज्ञानिक विधि कहा जाता है। 
इसमें निम्न चरण होते हँ--- 


सांश्यिकी क्‍या है? ३ 


(१) प्रथम, वस्तुओं, कार्यों और घटनाओं का प्रेक्षण तथा अध्ययन किया 
जाता है! 

(२) द्वितीय, इन प्रेक्षणों में पारस्परिक सम्बन्ध स्थापित करने और उन्हें 
समझने के लिए कुछ सिद्धान्तों का प्रतिपादन किया जाता है। 

(३) तृतीय, इन नियमों में से छुछ निगमन निकाले जाते हूँ जो प्रेक्षणगम्य 
वस्तुओं तथा घदनाओं से सम्बन्धित होते हूँ । 

(४) चतुर्थ, इन घटनाओं या वस्तुओं के निरीक्षण के लिए कुछ प्रयोगों का 
आयोजन किया जाता है। 

(५) पंचम, यदि इस प्रयोगों के निष्कर्प प्रतिपादित नियमों के विरुद्ध होते 
है तो इन नियमों को त्याग कर अबवा उनमें सुधार कर नवीन नियम प्रतिपादित 
किये जाते है! 


इस प्रकार निरीक्षण और प्रयोग विज्ञान के अभिन्नतम अग है। 

किसी साथारण मनुप्य और वैज्ञानिक में यही अन्तर है कि पहला अपने कथनों 
की पुष्टि के लिए और अधिक निरीक्षण की आवश्यकता नही समझता, जब कि 
दूसरा परीक्षण को अत्यन्त आवश्यक ही नही समझता बल्कि परीक्षण और निरीक्षण 
के बाद भी कयन के असत्य होने की संभावना से परचित है। दाद्यंनिक तत्त्व-विद्या 
(7८0४-०799८७) का तक विज्ञान में प्रयोग होनेवाले तर्क से एकदम विपरीत 
होता है। उसमे यदि अनुभव किसी नियम का खण्डन करते पाये जाते हैँ तो इसे 
अनुभवों का दोप समझा जाता है, न कि नियमों का। 

इस प्रकार वैज्ञानिक विधि से जो ज्ञान प्राप्त किया जाता है वही विज्ञान है । 
इसमें दो प्रकार के नियम होते है। एक तो वे जो यथार्थ हैं जिनके उदाहरण पहले 
दिये जा चुके है। “सोडियम के टुकड़े को पानी में डालने से उसमें आय छग जाती 
है”! यह नियम स्रोडियम के प्रत्येक टुकड़े पर हर समय लागू होता है। इसी 
प्रकार जब यह कहा जाता है कि “एनाफिलीस मच्छर के काटने से ही मलेरिया होता 
है” तो इस कथन का तात्पयं यह होता है कि किसी भी मनुष्य को बिना इस मच्छर 
के कादे हुए मलेरिया नही हो सकता | इस प्रकार के सब नियम, जिनमें कोई अपवाद 
नही होता, यथार्थ नियम (८४०४८६]३७४५) कहलाते हैं। भौतिकी और रसायन-विज्ञान 
में बहुधा ऐसे ही नियम पाये जाते है। कभी-क्ी प्रायोगिक फलों और इन नियमों में 
कुछ अन्तर पाया जाता है, परन्तु यह अन्तर अधिकतर सूक्ष्म होता है--इतना सुक्ष्म 
कि इसको प्रयोग सम्बन्धी चुटि (०ए८पंग्रवयाध्वं धा०:) माना जा सकता है। 


लड़का; 'द्रप्टोमाइसीन विश्येप परज़ नीरोग ३ था नही, 
या किसी निश्िष्ट गप, नमी व हवा के उस और वैय के होने पर पेरषा होगी या नही। 
ऐ में वा घटना के बारे मे वाणी करने में 
दोनों ही ! है। थे भविष्य कथन पेत्य भी हो सकते # और अदत्य भी। 
लेकिन ऐसी: मे भी वंज्ञानिक विवश नहीं हो जाता । वह यथाय॑ 
बरुयों रे खरे गा नियम का फेर सकता है। & नियम अकेली 
वस्तुओं घटनाओं वारे में होते बल्कि अत न्सी जेपका 
गी के समुदायों के वारे मेहोते हू । ये नियम हि यु 7३008 

में योग के जो मिन्न-भिन्त फल होगे उनके) वारम्वारता (6 
है 7५%) कितनी हो । -, देस्य के छिए «१५५. चेच्चो में से ५४ जड़कियां होती 


ण) हे श 
हैं और ४९ तड़के” अषका «८५ प्रतिशत अयरोगियों को परैप्टोमाइसीन से दाम 
। 
ऐसे नियम को साल्यिकीय नियम (+कवदय 9 / कहा जाता है। 
इस प्रकार पगस्यिकी मे निम्नलिखितः वातें सेम्मिल्ति है। 
पामुदायिक हूप- में प्रेक्षण करना। 


करके संक्षिप्त जप में उनका वर्णन करना । 
रै->इस वर्णन के आधार “र वारम्वारता अभवा आयिकता (०849॥0) 
का 


सांड्यिकी पया है ? ५ 


न किया जाता हो। भौतिक तथा रासायनिऊ विज्ञानों में भी, जिन्हें बहुत समय तक 
पूर्णत. ययार्थ समसा जाता या, कई नियम प्रायिकताओ के रूप में हैँ । विद्येपत, 
इल्लैक्ट्रान, प्रोटान और न्यूद्रान आदि सूक्ष्म कणिकाओ के अध्ययन में तो सास्यिकीय 
नियमो का ही प्रयोग किया जाता है। जो नियम बडे पिण्डो के सम्बन्ध में होते हैं 
वे ययार्थता के इतने निकट होते हैं कि नियम और फल्छो के अन्तर को प्रायोगिक भूल 
समझ कर उनकी उपेक्षा की जा सकती है। अब कई बैन्नानिक यह वात मानने लगे 
हूँ कि वैज्ञानिक नियम कभी भी पूर्ण रूप से यथार्थ नही होते वल्कि यथार्थ के सन्निकटन- 
मात्र होते हूँ । ये मानते हँ कि सभी नियमो की प्रकृति अतिम विश्छेपण मे सासख्यिकीय 
ही होती है। 
आरम्भ में विज्ञानों में साल्यिको का उपयोग अधिकतर प्रयोगो के सभुदाय को 
इस प्रकार व्यक्त करने में होता या कि उससे प्रवृत्तियाँ ( प्थातंथा८०५ ) प्रत्यक्ष 
हो जायें। फिर कुछ विज्ञानों में व्यवितयों और इकाइयों को छोडकर इनके समूह 
के आचरण के अध्ययन पर जोर दिया जाने लगा। इसके लिए सास्यिकीय रीतियाँ 
बहुत उपयुक्‍त तथा आवश्यक थी। 
कृषि व प्राणि-विज्ञान के अध्ययन में वैज्ञानिकों को आरम्भ में वहुत अधिक 
कठिनाई का सामना करना पड़ा था। किन्ही दो पौधो पर एक ही प्रकार की 
खाद व पानी का एक-सा असर नही पड़ता। यही वात पशुओ में भी पायी गयी। 
ऐसी दक्षा में एक ही उपाय था। वह यह कि व्यव्ति-विशेप को छोड़कर उनके समुदायों 
के विपय में नियमो की खोज की जाय। इस दृष्टिकोण से विश्लेषण की अधिक उन्नच 
विधियों को आवश्यकता पूरी करने में सास्यिकीय तरीकों का प्रयोग हुआ। नयी 
नयी परिस्थितियों का सामना करने के लिए नये-नये सिद्धान्त बनाये गये। इस 
प्रकार साह्यिकी के विकास में कृपि एवं प्राणि-विज्ञान का बहुत बड़ा भाग है। 
इन विज्ञानों में केवल यही आवश्यकता नहीं थी कि प्रयोगो के फलों की ठीऋ 
से विवेचना की जाय। इस व्याख्या को सरल और प्रयोगों को अधिक सफल बनाने 
के लिए प्रयोगो के आयोजन में भी उन्नति की आवश्यकता थी । किसान यह चाहता 
है कि अनाज के उत्पादन का स्तर ऊँचा वना रहे। उसकी सहायता के लिए कृषि- 
विज्ञान वेत्ताओं को प्रयोग करने होते है जिनसे यह मालूम हो जाय कि अनाज की 
भिन्न-भिन्न किस्मो के प्रयोगों से उपज में क्या अन्तर पड़ जाता है, विभिन्न खादो के 
क्या प्रभाव हैँ और खेती करने की सबसे उत्तम विधि क्‍या है। यह आश्या की जाती है 
कि इन प्रयोगों के आधार पर वह किसानो को छाभदायक सुझाव दे सकेगा। 


डृ चारियरो के सिद्यान्त और जपयोग 


विशिन्न सादो को घुलना के छिए पहेले-पहुछ जो प्रयोग किये गये थे उनमें 
>ह काफ़ी समझा गया या कि पादो का पिक्न-भिन्न भू क्षेत्रों में प्रयोग किया जाय कर 
उनके उत्पादन की पुछना करके उनके आपेक्षिक यृल्य का तकंसम्मत अनुमान हरा" 
डिया जाये । परन्तु श्ीच्र ही अनुसधान-कत्ताओ को पता छय गया कि इस तरीके: 


पमुचित्त मूल्यांकन होना मय है। एक ही किस्म हे पौधों को उपज में, नि 
भिन्न-मिन्ष भूक्षत्रं में बोकर एक ही प्रकार की मिट्टी, साद ये पाती का उपयोग 


किया गया हो, बहुत अन्तर हो सकता है। इसलिए जब यादों की तुछना की जाय 
तो इस वात का पता चछाना आवश्यक हो जाता है कि जो अंतर उत्पादन में पाया 
आता है उसका सवंध जादो से ही है अयवा उन अनेक कारणों से जिनसे या तो 
वैज्ञानिक अनपिज्ञ है या जिन पर उनका उैछ वच्न नही है। इसके लिए सास्यिकीय तक 
के ययोग किया गया है ओर वैज्ञानिक अन्वेषण में उसका. महत्त्व प्रमाणित हो चुका है। 
कैपि-विज्ञातर से हो सवधित वेवस्पति-प्रजनन ( गंगा: #ल्ट्संप्रह ) विनञान 
है। वनस्पति-सर्धक किसी भी गरवेषणा का अतिम ध्येय होता है वनस्पति की 
अधिक उद्चत किस्मो मर विकास । किसी भी किल्म की उन्नति कई विभिन्न दृष्टि, 
कोणों से हो सकती है। उदाहरणा्थ॑ उनेस्पतियों को जो जाद दी जाती है वे उत्का 
उपयोग करने के योग्य बनें, क्ोमारी के हीटाणुओं से वे अधिक सुरक्षित हों वा 
तापमान के उतार-घढ़ाव को सहत करने की. उनकी शक्ति में वृद्धि हो । वनस्पति 
+र उत्पत्ति-लवधी और _ावरण-सकंधी उपादानो ( 80:0:8 ) का प्रभाव पड़ता 
है। जिस प्रकार किसान अनुकूल हारा अधिक उत्पादन प्राप्त करते की 
चैष्टा करता है, उसी प्रकार वनस्पति-प्रजनन का अध्ययन करनेवाल्य उत्पत्ति के 
चिद्धान्तो के उपयोग द्वारा पनस्पतियों के तद्मानुगत गुणों में उप्नति करने का अयत्त 
करता है। परन्तु इस गवेषणा मे उसे नये ने पर्तों को हछ करना पड़ता है जिसके 
लिए वे सिद्धान्त यथेष्ट नही होते जिनका उसे पहले के जान है। नये सिद्धान्तों की 
सोज के लिए उसे उत्पत्ति सम्बन्धी अयोग करने पड़ते है। इस गवेपणा में जितना 
पेन उपलब्ध है और जित्तना समय है उसको देखते हैए किस प्रकार पौधों का चुनाव 
चाहिए, प्रयोग के लिए उनकी संल्या किस: सकार निर्धारित करनी चाहिए, 
भिन्न-भिन्न सेणियों को भिन्न-भिन्न भूक्षेत्रो में किस नियम के अनुसार झूपाना चाहिए 
आदि समस्याओं *ग हछ साल्यिकी के सिद्धान्तों के उपयोग के ही होता है। 
विछे दस पद्धह ब्षो में विद्यमिनों के संकद में बहुत अनुसंधान हुआ है । 
भिश्न-मिन् विययमित्तों के महत्त्व को समझने के लिए अनेक अयोग किये यये हैं। यह 


सांख्यिकी क्‍या है? ७ 


प्रयोग बहुधा पशुओं पर किये जाते हूँ, क्योकि उम्र, वजन, छिग, बल और पहले 
से बनी हुई भोजन की आदते आदि कई बाते हैँ जो भोजन के प्रभाव को किसी सीमा 
तक निर्धारित करती हूँ, इसलिए इन प्रयोगो के लिए पशुओ के ऐसे समूहो को 
चुना जाता है जो ऊपर लिखी बातो में एक-से अथवा लगभग एक-से हो। एक समूह 
को एक निदिष्ट मात्रा में सामान्य खुराक दी जाती है। शेप समूहों को विटामिनों 
की भिन्न-भिन्न मात्राओं से युक्‍त खुराक दी जाती है। इनमें से एक को उपर्युकत्त 
सामान्य खुराक से कही अधिक विटामिन मिलता है और दूसरे को बहुत कम, छगभग 
नही के वरावर। बाकी समूहों को इन सीमाओ के बीच मे भिन्न-भिन्न मात्नाओं का 
विटामिन मिलता है। किस पशु को किस समूह में रखा जाये यह अभियमितता से 
निश्चित किया जाता है। पश्युओ को इन निश्चित खुराकों पर निश्चित समय के 
लिए रखा जाता है। अन्वेषक प्रतिदिन वजन के उतार-चढ़ाव व वीमारियों के चिह्नो 
के प्रकट होने का विवरण लिखता रहता है। यदि यह प्रयोग साख्यिकीय सिद्धान्तों 
के अनुसार सावधानी से किया गया हो तो इससे कई मूल्यवान्‌ निप्कर्प निकाले जा 
सकते है। 
सामाजिक विज्ञानों में भी साख्यिकीय विधियो का बहुत उपयोग होता है । जनता 
का मत जानने में राजनीतिक दलों की रुचि होना स्वाभाविक ही है और इस कारण 
वे साख्यिकी से अधिक परिचित होते जा रहे हैँ । अर्थशास्त्र की गवेषणाओ में तो 
सांख्यिकीय विधियाँ अपरिहार्य हो जाती है । अर्थ ग्ास्त्र के नियमों का सवध सामुदायिक 
प्रवृत्तियों से होता है और ऐसे नियमों का निर्धारण बहुधा सास्यिकीय प्रणाली के 
विवेकपूर्ण उपयोग पर निर्भर करता है। 
पोपण-सम्बन्धी गवेपणा (ग्ापापंपंणावो इ८ध्याट ) में एक लक्ष्य यह हो 
सकता है कि भोजन में उन तत्ततों का अधिक से अधिक उपयोग हो जिनकी, भोजन 
सबंधी अध्ययन के अनुसार, औसत आहार में कमी पायी गयी है। इस क्षीत्र मे 
साह्यिकी का प्रारम्भिक कार्य केवल प्रति मनुष्य औसत आहार का पता ऊछगाना और 
उसकी किसी लक्ष्य से तुलना करना है। प्रति व्यक्ति आहार का वितरण किस प्रकार 
है यह जानना भी उतना ही महत्त्वपूर्ण है जितना औसत का ज्ञान । परन्तु एक बढ़े 
देश में प्रत्येक मन प्य से उसके आहार का विवरण प्राप्त करना असभव सा है। यदि 
यह सभव भी हो तो इन ऑकड़ो को जोड़कर उनसे औसत का परिकलन करने में त्रुटि 
होने की इतनी अधिक सभावना है कि इतना अधिक व्यय करके इन आंकड़ों को 
प्राप्त करना उचित प्रतीत नही होता । जिस प्रकार एक म॒ट्ठी चावल का नमूना देखने से 


पक बोरे चावछ के किस्म का अनुमान ज्याया जाता है उसी कार उँछ बोड़े है 
भनुष्यों को चुनकर और उनके थाहार पेवत्रों आंकड़ों को एक करके कया देश के 
औसत का पता नहीं छाया जा चफता ? पारिपिकोय विदवन्ती हे अयोग से यह विगेय 
किया जा सकता है कि इस कार्य के लिए कितने मनुष्यों का चुनाव यपेष्ट होगा था 
उनका चुनाव किस प्रकार किया जाये कि उसने का अनुमान पपिक विद्वत्ननीय हो। 
दे साध नित्तरकार के लिए बहुत ही जावच्यक़ होता है। इंश 
में कितना अनाज उत्पन्न हा है और कितने जवाज की जावश्यकत्ता है, इसका बहि 
सरकार को अनुमान न झ तो अनाज के अयात-नियांत के बारे में किसी निर्यय के 
हिए उसके पास कोई विश्वसनीय आधार नह होता । यदि उसे यह पता न हो 
कि देश में उपज वश्यकता से एक उड़ टन कम हु है वो हो सकता है कि जे 
पड़े अनाज आवश्यकता से अपिक उत्पन्न हो दया 
और सरकार इस भा के अभाव मे अनाज के लियांत भर रोक छा देती है वो अनाज 
के दाम गिरकर देश में मंदी की स्थिति पैदा हो सकती है। विश्षेप रूप से आजकल 
कर आगामी पांच या दस क्यों को पोजनाएँ बचाने मे लेगी हुई है इतनहिए 
उसके लिए उस श्रकार के चयन की आवश्यकता बहुत बढ़ गयी. है। यदि प्रकार 
गे जोर व कर लिया हैक _ प्रति की आयें १७ अतिग्नत वृद्धि 
हो जायेगी ते उसे इस वात भी अनुमान होगा चाहिए कि इस बढ़ी हुई आय का 
मरुष्य क्या करेगा। किस वस्तु की- माँग कितनी: पढेगी और किस वस्तु की गिरेगी। 
था यदि उसने इरादा किया है कि राष्ट्रय आय मे १५ अतिद्तत की वृद्धि होगी तो 
उसे यह भी. भाजृून होना चाहिए कि. अनसख्या किस वैज्ञी के जाय वढ़ रही है। हो 
पकता है कि पोजना-काछ के नन्त में राष्ट्रीय आय में वृद्धि होते हैए भी प्रति-व्यक्तति 
जप में कमी हो. जाये। इस “कार का साधारण चान आप्त करने के लिए 
सर्वेक्षण ( #पाए०) ) की. गावस्थकता पड़ती है। परन्तु यदि इसके लिए शह 
>प्प से छताछ की जाये तो हो! सकता है सरकार की सारी आय सर्वेक्षण कराते में 
व जाये। बदि यह ज्ञान बिलकुल 
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चारा 
वगय॑ न भी हो, 7व भी, सरकार के काम चल सकता है। यदि सर्वेक्षण का सर्च 
चि ही चू. पे किस अ्रकार अनुमान 


गे पहुचाते 
चोग-पंघों मे को यूं के विक्ा “मर ही नहीं चछता । थोक व्यापारी को 
या में माछ लेना 'डिता है। कोई कितना ही अच्छा कारखाना क्यों व 


सांश्यिको कया है ? है 


हो उसमें बने हुए माल में थोड़ा बहुत अवश्य ही सराव होता है। यदि एक-एक चीज 
का निरीक्षण करके उनमें से सराव चोजो को अछूग करना हो तो इसके लिए उन्हें 
एक अलग विभाग कर्मचारियों का रखना पड़ेगा। इससे उत्पादन का दाम बढ़ 
जायेगा। यद्यपि थोक व्यापारी को सब माल अच्छा मिलेगा परन्तु इस बढ़े हुए मूल्य 
के कारण उसे छाभ के बदऊे हानि ही होगी। किन्तु यदि उसे इस बात का सतोप 
दिला दिया जाये कि उत्पादन में से १ प्रतिशत से अधिक माल दोषपपूर्ण होने की 
सभावना बहुत कम है और यदि इस आश्वासन के लिए इतने अधिक निरीक्षण की 
आवश्यकता न पडे कि वास्तव में लागत इतनी बढ़ जाये तो सभवत थोक व्यापारी 
को सतोप हो जायगा। इस निरीक्षण का किस प्रकार प्रवध किया जाय कि थोक 
व्यापारी को भी सतोप हो जाये और सर्च में भी अधिक वृद्धि न हो ? साख्यिकी के 
सिद्धान्त इसमें हमे सहायता पहुँचाते है। 
अभी तो हमने उस द्चा में साख्यिकी के उपयोग का वर्णन किया है जब कि 
माल बिकने के लिए जाता है। किन्तु उसके पहले भी बहुत-सी समस्याएँ कारखाने 
वालो के सामने होती हूँ । यदि माल खराब तंयार होता है तो उसका कारण सराब 
कच्चा माऊ, कल पुर्जो की खरावी या परिचालक की गलती कुछ भी हो सकता है। 
क्योकि खराब माल रद हो जाता है इसलिए कारखाने को यह पता छगाना बहुत 
आवश्यक होता है कि खराव माल बनने का क्या कारण है। किस प्रकार के प्रयोग 
करके इन कारणों का पता छगराया जाये, यह साख्यिकी का ही काम है। कारण पता 
चलने पर यदि खरावी कच्चे माल में है तो उसको बदल कर अच्छी सामग्री लिकर 
खराबी दूर की जा सकती है | यदि कल-पुर्जो में है तो कहाँ सरावी है यह मालूम 
होने पर इंजीनियर उसे ठीक कर सकते है । परिचालक की गलती होने पर उसे 
उपयुक्‍त ट्रेनिंग दी जा सकती है या उसे बदला जा सकता है। इन प्रयोगों में जो 
व्यय होता है वह साधारणतया उस वचत के सामने शून्यप्राय ही होता है जो नप्ड 
हुए पदार्थ के कम होने से होती है। कच्चा माल, मशीन ओर परिचालक के ठीक 
होते हुए भी कभी-कभी उत्पादन में गडवडी हो जाती है। ऐसी दण्ा में यदि जरा- 
जरा-सी खराबी होने पर मशीन की व्यवस्था की जाये तो काम में रुकावट पड़ जाने 
के कारण व्यय बहुत बढ़ जायेगा। यह भी हो सकता है कि जिस मशीन की व्यवस्था 
ठीक हो वह भी बिगड़ जाये। इसलिए यह मालूम होना जरूरी है कि क्या वास्तव 
में ही मशीन में कुछ खराबी है। इसके विपरीत यदि मश्लीन वास्तव में खराब हो 
और वह जल्दी ही ठीक न की जाये तो पता नही कितना उत्पादन नप्द हो जाये। 


१० सांहियफी के सिद्धान्त ओर उपयोग 


इस दुविधामयी स्थित्ति में साल्यिकी हमारी मदद करती है और नि्यतरध-बार 
(व्ग््रफ्ठां पथ: ) की मदद से यह बनुमभान ल्याया जा सकता है कि मभीन में 
व्यवस्था करने की आवश्यकता है या नही । | 
संसार में पिरह-तरह की वीमारियां फैली हुईं है। इसके साथ ही इत बीमारियों 
के बारे में सैकडो अकार की आतियां भी फैली हुई है । जितने लोग हैं उत्तने ही इलाज। 
बहुत्त से छोग माने हुए इछाज की बुराई करते है और कहते हैं कि इनको इलाज 


हैं जिनका कोई मरीज ठीक ही के हो । बिना इलाज के भी लोग ठौक हो जाते है! 
इस कारण यदि कोई पुष्य एक विश्ञेप औपधि के छेने के वाद ठीक हो जाता है 
“है कहना उचित नहीं है पह बिना औषधि के भर है! जाता । परन्तु कुछ छो' 
इसको ही ओपधि के प्रभावपुर्ण होने का प्रमाण भान लेते हैं। यह पता किस प्रकार 
गाया जाय कि कोई औपधि पर कर रही है या नहीं। आप सोचेगे कि यह एक 
जीव समस्या है जिसका हछ होना शायद लभव न हो, परन्तु सास्यिकी के पास 
इसका भी हर है। यदि अल रोगियों मे से २५ मतिनत मर जाते है, परन्तु एक विशेष 
ओऔपधि का सेवन करने करनेवात् में से केवल ६० प्रतिशत मरते है तो आप औपधि के 
अभाव को स्वीकार करेंगे अथवा नहीं ? आप कह सकते हैं कि यह तो सयोग की 
वैत थी कि इस ओपधि का इलाज पाये हुए छोयों में से केवल १० प्रतिदत छोय मरे। 
साहियको हमे भह परिकलन करने में पहायका देती है कि क्रेवक सयोगवर्श इतना 
अन्तर होना कहाँ तक सभव है 
अुलिक जिकित्सा-विज्ञान (मल्यादया उसंया०ल / ने दो दिशाओं में उन्नति 
की है। एक तो रोग होने के बाद उसके अलाज में और दुसरे वीमारी को फैलाने से 
रोकने में । इस इंसरी दिशा में अगति के लिए यह आवश्यक है कि बीमारी के कारण 
पता चछाया जाय। रथ के ज्ञात होने पर उसको दूर करने के उपाय भी 
आम किये जा सकते हैं । जिस प्रकार रोगों के इछाज के वारे में भिन्न-भिन्न धारणाएँ 
है, उत्के सकार रोगो के कारणों के बारे में भी छोगों में मतभेद है। कोई कहता है 
कि 3 योग मच्छर के काटले से होता है, तो नस वतताबरेगा कि अमुक वस्तु के या 
दिन से यह वीमारी ही जाती है। चीतरा यह कहेया कि भोजन में अमुक वस्तु की कमी 
ही इसका रारण है, जक कि चौथा इसे पापों का जछ अयवा देवी-देवताओं का प्रकोप 
है। किसी भी मनुष्य के बीमार होने से पहले यह संभव है कि उत्ते मच्छर 


सांख्यिकी क्‍या है ? ११ 


ने काटा हो, उसने कोई विशेष वस्तु खायी भी हो और उसके भोजन मे किसी आवश्यक 
वस्तु की कमी रही हो । इसी गवाही पर कि उसे मच्छर मे काठा था, यह निश्चय 
कर लेना कि वीमारी का विशेय कारण यही है, उचित नहीं मालूम होता। इसी 
प्रकार भोजन के किसी विशेय अग को कमी की वजह से बीमारी होना अवश्य संभव 
है, परन्तु किसी विशेष रोगी का अध्ययन करके इसका पता चलाना असभव हे । इसके 
लिए रोगियों के बहुत बडे समुदाय की जाँच करना जरूरी है जिससे यह ज्ञान हो कि 
उनमे क्‍या लक्षण समान थे जो उन छोगों मे नही थे जो रोग से बचे रहे । क्योकि 
यहाँ व्यक्ति-विशेष की जाँच का नही वरन्‌ व्यक्तियों के समुदाय के अध्ययन का प्रश्न 
है, इसलिए यह साझर्यिकी के क्षेत्र मे सम्मिलित है। इस प्रकार कारण का पता छगा- 
कर रोगों को फँलने से रोकने में साख्यिकी ने चिकित्सा-विज्ञान की बहुत सहायता 
की है। 
परीक्षा में विद्याथियों को बहुधा आपने यह कहते सुना होगा कि भाग्य ने उनका 
साथ नही दिया। जो कुछ उन्होने नहीं पढा था उसमे से ही प्रश्न रख दिये गये । 
या अमुक विद्यार्थी बहुत भाग्यशाली है, उसने साछ भर कुछ नही पढा, परन्तु परीक्षा 
के पहले दो महीने में उसने जो पढा उसमे से ही सारे प्रश्न आ गये, इसी कारण वह 
प्रथम श्रेणी में उत्तीणं हो गया । आप शायद यह मानेगरे कि ये दावे बिलकुल वे- 
बुनियाद नही हूँ । फिर भी आप यह कहेंगे कि यद्यपि कुछ विद्याथियो को, जो योग्यता 
नही रखते, भाग्य से अधिक नंवर मिल सकते है तथापि उस विद्यार्थी को--जिसने 
वास्तव में मेहनत की है और जो योग्य है--कम नवर नहीं मिल सकते । 
लेकिन क्या यह सच है? उत्तर प्रदेश की हाईस्कूल परीक्षा को ही लीजिए। 
इसमें दो लाख से अधिक विद्यार्थी बैठते है। यह असम्भव है कि एक ही परीक्षक इन 
सबकी कापियाँ जाँचे। ये कापियाँ २०० से अधिक परीक्षकों में बॉँट दी जाती है । 
क्या दो विद्यार्थी जिन्होंने एक से उत्तर लिखे हूँ वरावर मवर पायेंगे ” यदि एक 
ही उत्तर की दो परीक्षकों द्वारा जाच करवायी जाय तो नवरो में बहुधा यथेप्ट अतर 
पाया जायगा । 
इस प्रकार परीक्षाओ में बहुत-सी कमियाँ हैं ! इन्हें दूर करने के लिए, विशेष 
रूप से अमेरिका में, एक नवीन रीति अपनायी गयी है। विद्यार्थी से पाँच या छः लम्बे- 
लम्बे प्रश्न पूछने के स्थान पर सौ या डेढ़ सौ छोटे-छोटे प्रश्न पूछे जाते है । इन प्रश्नों 
से विपय का कोई अय नही बचता। इस प्रकार परीक्षा से भाग्य के प्रभाव को काफी 
हद तक दूर किया जा सकता है। परीक्षको के अतर को दूर करने के लिए भी वहाँ 


श्र सा ँडान्त और उपयोग 

ड़ मुन्दर तर "गाया जाता है। - ओर सके चार या पा उत्तर 

ड९ रहते है जिनमें के होता है और अन्य सब गलत । परीक्षार्थी को 
कैवछ यह है कि अेक उत्तर कीम्सा । यह तय हो जाता 


जायद आपका “यान इस और गया हे कि परीक्षकों के अंतर को दर करने के 

लिए जो परीका ; पनाया यया है उसमे फ़िर भाग्य और संयोग प्रवेश कर गया है। 

यदि बिक अनुभान ढारा उत्तर को इग्रित करे तो. भी संयोगवर्ञ उसके 

जरा इंगित “पर सही हो प्रकता है, पतल्यिकी इस थाने पर काम आती है। 
प्रकार 


अध्याय २ 
समष्टि श्रोर उसका विवरण 


$ २१ १ समष्टि (छ०फ्॒ण॑बरघं०0) 


इस अध्याय में यह बताया जायगा कि किसी समष्टि के वर्णन के लिए क्या विधि 
अपनायी जाती है और उसके सास्यिकीय विवरण में किस प्रकार की विशेषताओं 
की ओर ध्यान केन्द्रित रहता है। व्यवहार में समष्टि का न्यादर्श ( 5०४7०) 
द्वारा प्रतिनिधित्व किया जए सकता है । परन्तु इस स्थान पर हम प्रतिदर्श और 
समष्टि में भेद नही करेंगे । समप्टि से हमारा तात्परय कुछ विश्विष्ट इकाइयों के 
एक समह से है । हर एक इकाई का कोई गुण ( दगबतादा 070 धधयतप्रा8 ) 
मापा अथवा परखा जा सकता है। ये इकाइयाँ दो प्रकार की हो सकती हे। प्रथम 
तो वे जिन्हें साधारण रूप से एक ही समझा जाता है और जिनका अधिक विश्लेषण 
करने पर उनके भागो के युणो में पूरी इकाई के गुणों से कोई सादृश्य नही रहता । 
इस प्रकार की इकाइयो के उदाहरण है मनुप्य, घडी और पखा | यदि इनके विभिन्न 
भागों की तुलना की जाय तो आप देखेंगे कि वे एक-दूसरे से इतने भिन्न है कि उन्हे 
सरलता से पृथक्‌-पुथक्‌ पहचाना जा सकता है। इसके विपरीत कुछ इकाइयाँ इस 
प्रकार की होती हैँ जिनको अपेक्षाकृत छोटी इकाइयों का समूह समझा जा सकता है। 
इस प्रकार की इकाइयो के उदाहरण हैँ सिपाहियों की दुकड़ियाँ, दियासलाइयो का 
डिब्ब्रा, पुस्तकालय इत्यादि 


$ २९२ चर ( ४श7478 ) व 


किसी विश्येपता के माप को चर ( शद्मांधाश श श्वापंव/० ) कहते है क्योकि 
यह विभिन्न इकाइयों के लिए विभिन्न मान ( ४००८४ ) धारण कर सकता है । 
कुछ चर ऐसे होते है जिनके लिए दो मानों के बीच का प्रत्येक मान धारण करना 
सभव है। उदाहरण के लिए मनुष्यों को ऊँचाई इस प्रकार का एक चर है। पाँच 


हरढ स्रट्पिफो के सिद्धान्त भर उपयोग 


भौर छ. फुट के कैच पी सभी ऊचादयों के मदुप्य समय हैं । इस अकार के चर नर 
पैतत चर ( इकरगाड खां ) कहते हैं । इसके विपरीत परिवार में 
भनुष्यों की संख्या, उस्तक मेँ पृष्ठ की पस्या या पुस्तकालय में पुस्तकों की भस्या 
दि कुछ देंगे चर है जो कुछ 'रिमित ( 7८) सस्यक् विधिभ मारतों को ही 
रण कर सकते है। इस सफर के चर को असतत चर (८6६८ #बा40/८ ) 


$ २"३ आँकड़ों को संक्षिप्त रूप में रखने को विधि 
पैमाप्टि में अनेको इकाइया होती है। यदि उन सबके गुणों के मापों के समूह 
को आपके सम्मृत्त रख दिया जाय ते उन्हें समझना और उनसे हे तृम्प ग्राप्त 
करना कठिन हो जायगा। किसी भी वैज्ञानिक सिद्धान्त के अ्त्तिपादन के लिए यह 
वितान्त आवश्यक ही जाता है कि उस जान को, जो माफ़ों के समूह से प्राप्त होता 
है, संक्षिप्त रूप में रखा जाय, आवश्यक ज्ञान को अछूय किया जाय और अनावश्यक 
पैथा असगत ज्ञान की उपेक्षा की जाय । 
सक्षिप्त करने की साल्यिकोय विधि में दो विश्लेप भाव होते है -- 
(१) आँगड़ों को सारणी “या रेशाचितों द्वारा मुच्यवस्थित हुप में अह्हुत 
करना ; 
(२) कुछ ऐसे सास्यिकीय मापोे का केलन करना जो इन आँकड़ों की विश्येपतानों 
का वर्णन करते हूं । 
अछ उदाहरणों द्ारा इन क्रियाओं को समझने में आसानी होगी। मान लीजिए 
कि आपके आफिस में *० मनुष्य काम करते है। आप इन बीस मु॒ष्यों के तगुदाय 
कं अध्ययन करना नाहते हैं। इस विद्ञेप अध्ययन में आपको जिस चर का विशेष 
ध्यान है वह है इन मनुष्यों की उम्र | लिए आप प्रत्येक मनुष्य से उसकी उम्र 
भेंछ कर नोट कर लेते हैं। यह उम्र पारणी २१ कद हुई है। 
प्रथम बात ज्ते आपके ध्यान में जायी होनी यह है कि किसी समूह की उमर 
पव॑धी विशेषताओं के वर्णन उस समूह के मनुष्यों के नामों का कोई स्थान नही है । 
कप प्रकार के असगत जात की उपेक्षा की जा उती है । इसके अतिरिक्त इन उमर 
रे विश्वेप क्रम में रखने पर उसके पमझने में सहायता मिछ सकती है । ऊपर की 
गरणी के संगत भाग को हैम निम्नलिखित उक्षिप्त रूप में रख सकते है । 


समष्दि और उसका विवरण श्५्‌ 


सारणी संख्या 2. 
आफिस के मनुष्यों के नाम और उनकी उम्र 














ज््र उम्र 
बस नाम निकट्तम जत्या नाम निकटतम 
वर्षो में वर्षों में 
प्र पु 3 है 2 ६. 
7. । अयोध्या सिंह 25 उ7. | विमछ चन्द्र 2 
2. | अवध विहारी 23 व2. | नवीन 25 
3..| कमल कृष्ण 28 33..| बलवत राम 28 
4. | नरसह 28 74.. | बाल कृष्ण 25 
5. | सत्य प्रकाश 26 75. | निर्मल 2 
6. 4 ओम प्रकाश अप 76. | हरी प्रसाद 3 
7. | हुकुम चन्द्र 25 7. | कासिम 28 
8. याकूव 27 48. | जय प्रकाश 25 
9. । रमेश चन्द्र 26 79. | केवल राम 25 
30. | रमेश प्रसाद 28 20. | अनोखे छाल 25 

















सारणी संख्या 2-2 
आपके आफिस के मनुष्यों की उम्रो का वितरण 






































कम 7 उम्र निकतम | 
ईम संख्या वर्षों में वारंवारता 
मं . है[] 
(7) (2) (3) 
तू हु 4 
थे शक | ० 
3- 25 8 
4 326 2 
5 37 4 
6. 28 5 


१ सांश्यिको हे शिद्धान्त भौर उपयोग 


इसमे हमें यह पता चखता है कि भिप्न-भिन्न तपस्या के फिसने मतृष्य इस चंमू 
दाय में हैं । बारवारता (पिल्वुप्ला८9) के जे हैँ उन इडारयों को संस्या जिम 
माष समान है। उदाहरणार्य 28 वर्ष की उप्च के मनुष्यों की बाएंबारता इसे वर 
दाय॑ में 8 है । इस प्रकार को सारणी को वारवारता सारपों [व्युप्धार) 2४०) 
करते हैं । इसके द्वारा संगत माप के वारवारता-वंटन अयया वितरण (विव्वृष्धाणं 
फंप्यएपंणा ) का पता चल जाता हे । ३ 

यदि हम यह जानना चाहें कि 27 वर अयया उससे कम अयस्था के कितने म्वृ्ष 
आपके आफिस में ईं तो हमें उत सव यारयारताओं का योग करना द्वोगा नो की 
और उससे कम उप्र के मनुष्यों की हैं। इस आकिस में यह संचमी वारबास्ता 
(८एणाणवघएल डव्वृप्धा८ए) 3+0०+ 8+23+4स578 है । इस प्रकार पर 


हे हे > जा 
दी हुईं बारदारता सारणी की सहायता से एक संचयी वारंबारता सारणी बनायी 
सकती है । 











सारणी संझ्या 2-3 
आप के आफिस के मनृप्यो की उम्र की संचयो वारंबारता सारणी 
उम्र निकटवम सचयी 
40203 वर्षों में बारंबारता 

22% वतन + 

छः (2) 3743)... 

ज 23 ड 

2« थक हक 

3० 25 9 

4० 26 प्पः 

हम 7 75 

6. 28 30 

! 26 कल. लीटर चाह 





१ २"४ आँकड़ों का रेखाचितों द्वारा निरूपण 
दे संचपी बारवारताएँ एक ब्राफ पर बिन्दुओं द्वारा मिरूपित की जा सकती हैं। 
इन बिंदुओं को मिलाती हुईं जो रेसा खींची जाती है उसे सचवी वारंवारता का रैसा- 
चित्र (:ण्काणेबर्पए० दिव्युपशारए पं87थय) अबवा तोरण (०६४०) कहते हैं । 
इसी प्रकार बारबारताओं को ग्राफ पर विन्दुओं द्वारा निरूपित करने और हमें 
गत बिन्दुओं को रेखाओं दारा मिछा देने पर बारंबारता का रेखा-चित्र बन ज्ती 


समप्दि और उसका बिवरण १७ 


आयु --+ 
चित्र १--संचयी बारंबारता 
है। उस टेढ़ी-मेढ़ी रेखा को जो इन बिंदुओं को मिलछाती है, वारंबारता-बहुभुज 
(इ०पृपथा८ए 7०९००) कहते हैँ । 
70 


| « 
१. 


श 25. 2५. 2२8४ 26 22 28 29 
. आयु--+++ 


चित्र २--आवृत्ति बहुनुज 
यदि चर कुछ परिमित (67706) मानों को ही घारण कर सकता है तो 
है 


१८ राहियिकों के सिद्धान्त और उपयोग 


प्राफ में इन मानो के छिए वारबारता को विदुओं द्वारा सूचित दिया जा गहता है । 
यदि इन बिएुओों से भुजाक्ष (45 0 5८553 ) पर ऊर्ष्ये रैसाएँ सीची जायें वो 
उनकी ऊछवाई से इन वारबाग्ताजों का स्धिक स्पष्ट आभास हो जाता है। इव 
प्रकार निशुषण को दण्ड-चित्र (57 तौयल्याशा)) गदते हैं।, है 

इसके विपरीत यदि चर सतत हो तो चर के परास (708८) को दुछ भागों 
में विभाजित कर दिया जाता ह। सारणी में प्रत्येक भाग के छिए चर की वारबाखा 
दी जाती है। ग्राफ में इन भागो को भुजाक्ष पर जंतरालों से मूचित किया जाता है। 
प्रत्येक अतराल पर ऐसा समझोण चतुर्भुज बनाया जा सकता है जिसका क्षेत्रफल उप 
अतराल में चर की बारवारता को मूचित करता हो । यारंबारता के इस प्रकार के 
निरूपण को आयत-चित्र ( ]500०8०गा) कहते है । 
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चित्र ३--आयत्त चित्र 


आयत चित्र अथवा वारंवारता वहुभुज दोनों से हमें वारंबारता सारणी में दी हा 
सब सूचना प्राप्त हो जाती है। बहुधा चित्र द्वाया वे विश्ेपताएँ स्पष्ट हो, जाती है 
जिनको अको के रूप में समझना अपेक्षाकृत कठिन है। इसी प्रकार संचयी वारंबारता 
चित्र द्वारा सचयी बारंबारता की विश्येपताएँ अधिक स्पष्ट हो जाती है । 


समप्टि और उसका विवरण १९ 
$ २५ चर के परास का विभाजन 


एक वात्त पर शायद जञापका ध्यान गया होगा। उम्र एक सतत चर है । जिन 
मनुष्यो की उम्र २५ व छिसी हुई है वास्तव में उन सवकी उम्र एकदम समान नहीं 
है। उनमें महीने जयया दिनो का जतर हो सकता है । ऐसी दशा में माप के हर सूट्ष्म- 
तम भाग के लिए बारवारता-चित्र बताना नितान्त जसभव है। इसलिए इसके स्थान 
पर उम्र के परास ( 7आ8० ) को कुछ भागो में विभाजित कर लिया जाता है सौर 
केवल उन्ही भागो के लिए बारबारता-सारणी बनायी जाती है । उदाहरण के लिए 
ऊपर की सारणी में २३ वर्ष का अथं है ३२२ ५ मे छेफर २३ ५ वर्ष तक का अतराल । 
आयत चित्र इसकों ही ध्यान में रसकर बनाया जाता है । 
यदि चर परिमित हो तो भो परास को इस प्रझ्ार विभाजित करने की आव- 
इयकता पड़ सकतो है । यह तब होता है जब छोटी इकाइयों की तुलना में परास बहुत 
अधिक हो । उदाहरणार्थ यदि एक नगर के मनुप्यो की आय के अनुसार वारबारता- 
सारणो बनायी जाय तो आयो का परास शून्य से लेकर दस हजार रुपये मासिक तक हो 
सकता है। यदि एक एक रुपये की आय के अतर से वारबारता मालूम की जाय तो न 
केवल बहुत अधिक मेहनत पड़ेगी वरन्‌ इस वृहद्‌ सारणी को समसना और उससे 
किसी तत्त्व को प्राप्त करना असभव हो जायगा। इसलिए परास को अपेक्षाइंत 
कम भागों में विभाजित करना आवश्यक हो जाता है। साधारणतया वीस या 
पच्चीस से अधिक भागों में विभाजित करने से सारणी को समझने में कठिनाई 
पड़ती है । 
यदि हो सके तो इन भागों का--जिनमें परास को विभाजित किया जाता है-- 
बराबर होना अच्छा रहता है । परतु कई वार भागो के वरावर होने से कठिनाई हो 
जाती है। उदाहरण के लिए आयो के परास को यदि बीस भागों मे बाँठा जाय तो 
प्रत्येक भाग पाँच सौ रुपयो का प्रतिनिधित्व करेगा । इनमें से केवल दो भाग १,००० 
से कम आय का प्रतिनिधित्व करेगे । और अठारह भाग एक हजार से छेकर दस हजार 
रुपये तक की आय का । नगर की एक राख से अधिक जनसख्या में शायद आठ दस 
मनुष्य ही ऐसे होगे जिनकी मासिक आय एक हजार रुपये से अधिक हो । यह स्पष्ट 
है कि आयों के ऊपर लिखित बराबर विभाजन द्वारा हम वहुत सा ज्ञान खो देगे । इस 
प्रकार की स्थिति में पहिले छोटे और फिर ऋमश बड़े भागो में परास को विभाजित 
करना आवश्यक हो जाता है । 





३० साहियरी के प्िद्वान्त 


नोये का रबारता-फर्भा 
प्ःश़्कबाचतता ) 


पर उपयोग 


और ज्नझे डेसानिप्रोय-निदूषण ( हग्मु: 
के कुछ उद्याहरण दिये ठुए है । 


पारणी सस्या अ्ड 
उत्तर प्रेत के पु 


बात कदम 2+ अदा अप ६2 उम्रचारबारता-सारभी 
उम्र छा पुरुष: को 
कम संस्या | जन्‍्तराल | 


उम्र के | पुर्पनसस्या 
| (केक) (कं मे) | पम गया (कर मे) | (सफर) 
जा 9) ७-0 (77 





(छ || 

ला है श 

प 75). 42,694 9- | ४०-45) |. 78857 

2० 7-7०) ३965 30. | विड--509 | 75034 

3. 22] 37677 | 73, 30-33) 4 ु 

' । 33००8 [93 । 355--60) 44530 । 

$ | 077७5) । 29772 73. 650--55) | 68 

५ 25--30) (2626 [3. "० ४ [४ | 222 4049 
30-35) 73799 ॥। ॥5 70-- 

' 35-4०) । 27,202 क्र 





श्र 


ग्रैर उसका विवरण 


त्टिञं 


समत् 


न सिह 2 बह गदग] जय ल्<2_::ससअअिओ,सस कक _.-_ ७? इन न-अनन»म-ममममम-मम« न». 
फिर ' 762 | 0६ 9र$ | 4८59 | 629 | 58८४ | ००० | >009-0४92)& (9) ४ 


। 
! | !8 पल 
' >न्‍न+ रवि पर किन 
620६६ । 85969 690'5| 986'/$ ६ , $02(%£ ६9267, 8८८/'06$ 
। 
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। 289 ५5६ 77/'89£#6/57%' 5 (8) 
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श्र सांस्यिकी के सिद्धान्त 


पे और / 


उहए 





हे टेटाय को सुचितत क्रिया जाता 
बथवा ७ के बड़ी है। इसे प्रकार (०, 8 
अउदाय को सूचित किया जाता है जो ते बज और $ केस आर 
अबक ६ से छोरी. हर 


छ व्यू उकूों [ विंयेर् श्३े 











उ्ञार' 
फरीदाबाद के एक रकम लक कक वितरण 
।. सचयी 
क्रम | प्रतिमास व्यय (रुपयों में)। परिवारों की सस्या ! व 
| 
। 
0) (2) 6) |... (4) 
दर [0--25.5) ३4 34 
.. [25.5--50.5) 22 ग56 
3- [50.5--75-5) 234 390 
4९ [75.5--300.5) 202 592 
[700.5--725.5) 746 738 
6. [725.5--75०.3) फ्र्य 832 
प्‌ [750.5--200.5) 00 932 
[200.5-- 68 3,000 

















90.55 


क्‍या 
कल पका न और आयत चित्रों क्ले देलकर एक प्रात सहज 
होगी | यायः सकी आंकड़ों के ७७ 3. 
प्थ्यवततर / है। किसी विश्येज भाव मे करू 
बोर 


|, 
क केंद्रीय अवृत्ति (क्या 
हो सता अधिकतम और उसके दोनों 
कैमस: कम होती चर जाती है| हुत छोटी अथवा बहुत 


समष्टि और उसका विवरण २५ 


बड़ी राशियों की बारंवारताएँ कम है ! यदि इस केन्द्रीय प्रवृत्ति का और इसके 
दोनों ओर को वारंबारताओं के प्रसार (09८क्अं०ा) का भी हमे कोई माप 


400 
. 


60 


8: ३ 3. -ढ के $ 75 कह 7 #& -06. '# 


क्षेत्रफल (एकड़ भे) 
चित्र ९--भारतीय ग्राम परिवारों का अधिकृत क्षेत्रफल के अनुसार 
वित्तरण--संचयो आवृत्ति चित्र का एक भाग 
(प्ाल4४प्ा८) मिल जाय तो मोदे रूप में हमे समृष्टि के स्वरूप का ज्ञान हो 
जाता है। नीचे केर्द्वीय प्रवृत्ति के कुछ मापो की व्याख्या दी हुई है। 
$ २६ केन्द्रीय प्रवृत्ति के कुछ माप 
। (क) समान्तर माध्य (2पफ्रीणट०० प्ाल्या) या केवल माध्य (माल्या) २ 


यदि समष्टि की सब इकाइयो के चरो के मानों को जोड़कर उसमें इकाइयोंकी कुछ 
संख्या का भाग ऊछगाया जाय तो फलछ को समानान्तर माध्य अबवा केवछ माध्य 


9... ........ ४ चेरों के भान हैँ तो साध्य--जिसे ताबा- 
है: 


रिणी के हुफ में दे रखे हो को गीष्य आप करे है 
लिए निम्नलिखित भैते का अयेग किया जा भेकता है 


ट श्रड 


सस्या . फिस में काम फरने वाले अनुष्यों की औसत 
भेक्‍या 9 यदि इस यसत को टध चत्र क्रिया चाय तो-... 


र्८ सांडियकी के सिद्धान्त और उपयोग 


छ 
आज न 
कत2 पीट 2-0. वर्ष 


|॥ग 


च्ण 
नत25+क्र 
जहाँ # मध्यविदुओं के नवीन मानो का माध्य है। 


कप (2०0+62209(224+62:3) 


कब 
कर 25 + “5 वर्ष 
>5 26.75 वर्ष थे 
इस उदाहरण में नवीन और आरंभिक मध्यविंदुओं के अंतराल समान | 
इसलिए अब हम एक दूसरा उदाहरण लेंगे जिसमें ये अंतराल बराबर ने 08 
सारणी सख्या 2 4 इसके लिए उपयुक्त होगी । यहाँ हम केयल प्रथम 74 भंत 
पर विचार करेंगे । मान छीजिए आरभ में अतराल हो और नवीन मध्यविश्धुी 
के लिए 5, को मूलविदु माना गया हो तो-- 
श् न्‍त 2 ना (-१६)॥ 














बत &, नी का ॥ 
अजि,नाए 0: 
“ ऋ प८ूई 
द ) 
कस आओ है “(23 
सारणी संख्या 2:42 
क्रम न, है हे क्रम [आरमिका नवीन 
सख्या | मध्यविंदु | मध्यविंदु सख्या | मध्यविदु | मध्यविदु 
ं 2 न प्रा 
गे | छ 0 ॥।| छा ७9 | 0): 00 
7. | ०.5 . 6. | 42694 37.5 के 
2 फ्र्ठ जा5ऊ |4,965 42-5 2 
3. | मंअ-5 +74 37677 0 47.5 3 
4 | ए5ऊ -ाउ 33,008 ४ 52.5 रकः 
$- | 22-5 ++2 | 29,722 ६०. 57-55 5 
6. | 27.5 ना | 26,296 73 | 69.5 6 
32.5 जौ ० 23793 [74 | 67.5 | 7 किन 








जप 


समप्टि और उसफा विवरण २९ 


उत्तर प्रदेश के पुरुषों को माघ्य जायु (33 5-77» 5) वर्ष 
न (2,202- 26,296)--3% (738,6१6 + 29,72) 
नी3% (5,934 3$००8)+4 २ (72.,967--37,677) 
न-5: (9,970 - 47,965)--6% (6,876 - 426,94) 


है। 
न7 ६ 4,349] € > 
॥$ 33१,989 


3३,989 (.०94-+-22 70,596+3 # 7,०74 
नी4 ४ 24,704--5 * 33,095+6 » 35,878 - 72< 4,349) 
०-5 27344 
337,989 


स्त्---57 


दा 


स्+(32.59--.572 5) वर्ष 
उ+(32-50--7.89) वर्ष 
झ+24.65 वर्ष 

(स) केंद्रीय प्रवृत्ति का एक अन्य माप माध्यिका ( गगट्तीथा ) है। जब 
सं प्रेक्षणों का उनके मानो के बढ़ते हुए परिमाणों के जनुसार विन्यास किया जाता है 
तो मध्य के प्रेक्षण को माब्यिका कहते हैं । यदि इस विन्यास के जनुसार प्रथम प्रेक्षण 
का मान &॥ द्वितीय का 3३, -०---, अन्तिम का &2७,॥ ही तो माध्यिका &,,,२ 
है। यदि कुल प्रेक्षणो की संस्या विषम ( ०५४ ) न होकर सम ( ८एथ॥ )--+झ्क 
हो तो माध्यिका मब्य के दो मानो ४,, और ०४,,,घ का माध्य 3 (७,,-:६५३) 
होती है 

यदि आंकड़े बारबारता सारणी के रूप में दिये गये हों तो कुछ अधिक परिकडन 
की आवश्यकता पड़ती है। सचयी बारबारता के आधार पर हम यह आसानी से 
मालूम कर सकते हूँ कि माध्यिका कौन से अतराल में स्थित है। इस अतराल 
को माध्यिका अन्तराल ( #ट्वीदा 4॥#/श४्धा ) कहते हैँ। मान छीजिए कुछ 
प्रेक्षणों की सल्या ४ है। सचयी बारवारताएँ क्रमश. ६५, 8... ,... --७ कि 


है जहां कुल अंतरालों की संख्या 5 है। यदि &, <-2-< ७.3 तो माध्यिका 


अंतराल (:--7) वाँ है। मान छीजिए अन्तरालों के सीमान्त विदु कमश- ४३,०७, 


को. गाव छिया जाय हि यन्‍्तरा्ष में हरी 
उस माय को 


स्थाई को पमानुणवो ( काकुकपंगरं ४ 
कु ते 
ढ्‌ गे 
् 
् >- 
माध्यिका..... ++ (६५ ग७५)२ (5 5) 5 
उदाहरण देरण : फि:# ञ्ज् 
(१) 


मद का पर पँसरे बतराक तऊ चंचित आवृत्ति 
9 तथा कौ तक 7 8, इसलिए ध्यका मंतराक बाग #:8048 
सबम बिद्ु 25.5 कप है तथा जतिम-ि का क्र ही 


26, 4 । 
१५०२५. $ कं 


२२6 कप 
(२) सारणी सत्या 26 
५०-25. 40 रुपये 
हि २00, ५0 रुपये 


| 
ज्ततउ0०0 
हि का 390 
(का अ। 


पे का तीसरा माप है। यह चर 
होकी है। यदि आँकड़े बारंवारता 


समष्टि और उत्तका विवरण ३१ 


7रणी के रूप में दिये हुए हो तो उस अंतराल को जिसमें बारबारता सबसे अधिक होती 

_ बहुलक-अंतराल ( ॥77वं् 7४/ध7व ) कहते है । वहुछक के विद्येप मान के 

॥ए उस अंतराल का मब्य विदु लिया जाता है जिसमें वारवारता सबसे अधिक हो । 
उदाहरण -- 

(१) सारणी सख्या 2.2 में सबसे अधिक बारबारता 8 उस अतराल म॑ है 
जसका मध्यविंदु 25 वेष है। इसलिए आफिस में आयु का बहुलक 25 बर्ष है । 

(२) सारणी सख्या 2.4 में सबसे अधिक वारबारता प्रथम अतराल मे है जिसका 
घ्यविदु 2.5 वर्ष है। इसलिए उत्तर प्रदेश के पुरुषों की आयु का वहुलक 2.5 
र्प है ॥ 

(३) सारणी सख्या 25 के दो भाग हूँ एक में पुरुषों के लिए और दूसरे में 
स्त्रयो के लिए साक्षरों की वारवारताएँ उम्र के अनुसार दी गयी है । इसमें बहुछूक 
का परिकलन करने के लिए हमे दूसरी विधि अपनानी पड़ेगी क्योकि सब अतराल 
उमान नही हूँ । यह सुपप्ट है कि यदि किसी अतराल को दूसरों की अपेक्षा बहुत बडा 
बना दिया जाय तो उसमें वारबारता अपेक्षाकृत अधिक होगी । हम चाहेंगे कि हमारा 
माप जहाँ तक हो सके उस विधि से स्व॒तन्त्र हो जिसके अनुसार कुछ परास को अतरालो 
में विभाजित किया जाता है । इसके लिए युक्तिसगत यह है कि अतराल की प्रति 
इकाई के लिए वारंबारता जिस अतराल में अधिक हो उसे वहुलक-अतराल समझा 
जाय और बहुलक को उसका मध्य विदु माना जाय । उदाहरण के लिए सारणी सस्या 
3.5 में साक्षर पुरुषों की प्रति इकाई बारवारता अंतराल [70 - 35) में 99,454 
7900.8 है जो अन्य अतराछो की प्रति इकाई वारखारता से अधिक है। 


उ43+447 


अंतराल (75 - 25 ) में यह प्रति-इकाई वारवारता केवल- 74,344 7 


है। इस प्रकार वास्तविक बहुलक और सारणी से प्राप्त बहुलक में अतर कम हो 
जाता है। सारणी सख्या 2.5 में, इस दृष्टिकोण से, रत्री व पुरुषों दोनों के लिए 
बहुलक ३2 5 वर्ष है। यानी साक्षर छोगो में सवसे अधिक सख्या 72 से 73 वर्ष तक 
के व्यक्तियों की है। 

$ २७ प्रसार के कुछ माप 


केन्द्रीय प्रवृत्ति के इन तीच मापो के आधार पर हमें समप्टि का कुछ ज्ञान प्राप्त 
होता है। परंतु यह यथेप्ट नही है। आपने यह कहावत सुन ही रखी होगी कि 


रेर प्यिसी के सिडान्त जोर उपयोग 


“लेखा जोसा ज्यों का त्फों, कुनवा 


या क्यों 2” एक मनुष्य परिवार र्वाहि 
किसी नदी की पार कर 


जब उसे मालूम हुजा कि नदी में पानी की औरत 


“हराई क्ेवछ एक हुंट है को उस नव समझकर और उसका सर 4३४५ 
हक लिए उसने पैद७ ही नदी पार करने मे फैसछा किया । परंतु बीच में नदी 
गहराई बीस के 


> गक थी और चारा उनवा पृंदल नदी पार करने के अमल में मूह 
है धि मवृत्ति के माफों के दोने ओर वारंवारताओं के 
(ए09लत०) को समज़ने लिए कुछ अन्य माषों की भी आवश्कता 

है। इनमे मे कुछ मुख्य भाप दिये हुए 
(क) परास ( 00) चर के महत्तम और न्यूनतम सातों के अतर को 


र 
कहते है । उदाहरण के लिए पैख्या 23 में न्यूनतम आबू 22.5 वर्ष हम 
#हेत्तम 28. ; बा है इसलिए में काम करने वालो की आयु का १ 
6 वष ह। 


(स) मानक विचलन (#काबकद 40४7690 2 चर के किसी विश्येप कक 
का मध्य ४ | वेचछन (7०संबवं०5) (4--ऐं है । कुछ विचलनों का गे 
सून्य है। 


दिन श्े ५ न्क्त्र 


ब्-०0 


न्‍ 2 शन्‍्य नही है 
न न (६-& ४५ 

फयोकि इस योग में अत्पेक पद पनात्मक है । इस माध्य का वर्गयूछ (3400४ 
700) प्रश्चर के एक 


न्म्त 
'न्य उप्रयु है। इसको मा, ; 
(7०० दया उददद #ध्य4 0 है। चाधारणत: भानक विचलन कहते है 
उपषुरुष मे हम इसको मा० (७७ से सूचित हि 


(् >«&)२ हनन (2.5) 


समप्दि और उसका विवरण ३३ 
यदि आंफड़े बारंबारता सारणी के रूप में दिये हुए दो तो-- 


७ ॥ ( घने ) 
(मा० बि०)* «* हवा >> ने. +« (2.0) 
5४६ 
प्रा 


जहाँ सारणी मे कुल |: भतराल हूँ जौर ३ वें अतराल में बारबारता 5 है। 
यह तो हमें सूत्र (2.2) द्वारा पता ही हे कि-- 


दे 
> 5५9 व 
दे चू- 
2 
5 4 
कण 
सख्यात्मक प्रभिगषना ( ग्यंधाय्ाव्पंट्य ०ण्राएफथघं०घ5 ) के छिए सूत्र 
( 2.5 ) और सूत्र (2.6 ) में वर्ग-योग को अधिक सुविधाजनक रूप में रखा 
जा सकता है। 


5५ (%-+ ) न 5 ( नटआ # के ऋऔे ) 


म्च्प्‌ मस्त 


ट हे हि 
नत 2 आा>०2 5 » जश्न एव छा 
कच्छ2 बच 


हे 


चर ह खौफ न्न्_ न (2.7) 


$ , (६-३) + 2# (पा - थम) 
ग्च्‌ डा 
क् पा  छ 
जन > 5८7“ 25 36 # -+- ४ ० ॥ 
बच क्च्व 


मच 


न 36 आ- (38 ५. -ज>3) 


रेड सांदियफी फे सिद्धान्त और उपयोग 


डे 
मम ४5: 
शा (मा० बि०)? ्नक है / 087 फ्ा क>ेंण.. >ग58 (2 6 )) 

डे 

जग 
ब्गो 
उदाहरण-- 
(१) सारणी संख्या (22) : :+52675 यर्ष 2029. 
(मा० बि० )न (20 ०+॥207208-020727 >7-+((29729--(2072 2-07 
20 





+((28)% 5) - (26.75)] (वर्ष)? 
न डिटए (6.9१ ै (बर्ष)२ 


स्-[685:8500 + 683.8225] (वर्ष) 
८52/0275 (वर्ष)% 


ऊपर हमें 23 से लेकर 28 तक के अंकों के वर्गों का परिकलन करती पड़ा 
यदि मान और बड़े बड़े होते तो यह्‌ परिकछन काफी कठिन हो जाता । हैंगे देख दर 
हैँ कि माध्य का परिकलत स्वेच्छ मूल बिंदु को छेने से बहुत सरल हो जाता है। भी कम 
विचलन का वर्ग भी तो एक माघ्य है। इसलिए इसके परिकलन को भी स्वे'/ # 
विद्ु लेकर सरल बनाया जा सकता है । 

यदि मान ७ को स्वेच्छ मूल विदु माना जाये और 


व्क्प्ल्व नी 
तो द्न्क्व की ओ 
; >> यह 
जहाँ कल्द्धादुआ 
और कऋऋ्न्झ्जक 
गे उच्च 


+ 2-० आन थे (व+४)-(व्न-ओ 
श क्् 


समष्टि ओर उसरग वियरण ३५ 


बे 
7050 ही मकर 
लव] 


नम 5 बचत हर [2 9) 


प 
गदि औफड़े ऐसी बारवारता 
हो, तो सस्यात्मक परिझलन 


हे नस 







सारधी के रूप में दिये हुए हो जिममें जतराण बराबर 
ते निम्न लिशित थिधि से सरर वनागसा ना साझा है । 
नी (7-7) ॥/ 

गन माप है 

नहीँ 7 थें जतराल के मप्य थि३ठु 5५ को स्रेच्छ मूल-विदुु माल छिया गया दी भौर थत- 
राल का मान हो । हा 

है आ+ए नम (0०78 ) ह 





जदाँ 





; # 
»«. ह|॥ (9) नव ति ज>॥ी (काजल) 
पल दी 


हर] 
च्| ॥ (५) » (॥ का मा० विणेर 
हल्की 


»(270) 

आइए, हम ऊपर के उदाहरण में मा० घि० का परिकलन इस सुगम रीति से 
करें। पहिके को भांति 28 वर्ष को स्त्रेच्छ मूल-विंदु मान छोजिए अर्थात्‌ 75-३3 
तथा ॥-|7 है। अतः 5८२25 (४-3) । 


2024 (मा० बि०)१ 5० (--2*%7+(77% 2)+(.४ 4) + (३25) 
--०२०>८(7.79)" (वर्ष)? 


ड़ [५7--५०.4 38] (वर्ष ) 3 
«४ (मा०्वि०)*२ न] (वर्ष)? 
बन 20275. (वर्ष)? 





३६ सॉफ्यिशी के सिद्धान्त और उपयोग 


मानक बिचझन के परिकलन के पूर्व उसके वर्ग का परिकलन करना पड़ता है 
इस वर्ग को प्रसरण (9द/4॥८८) कहते हूँ । ते 

(ग) माप्य-चिचतन (#द्या३ 4८्शंडा/०/)--प्रसार के मार्ष के लिए हित 
भिन्न विचलनों (--£) के योग से फाम नहीं चल सकता क्योकि इसका मोर 
प्रत्येक सम्दि के लिए शून्य होता है। परंतु यदि बिचलनों के निर्सेक् माई 
(205070० एश|७०५) भर्यात्‌ घन अयवा ऋण चिद्ध विहीन संब्यात्तरक 8 
के माध्य का परिकलन किया जाय तो हमें एक ऐसी राष्ति प्राप्त होती है चिल्ला 
प्रयोग प्रसार के माप के लिए किया जा सकता है। इस माप को साध्य-विषता 
(मध्य 4८04/0॥)) कहते है । 

माध्य-विचलन जे [ख्िन ्त | हद 


यहाँ | ४--&| के अय॑ है (७-६) और (२-७) 
में से वह राशि जिसका मान घनात्मक (90अंप्तं४८) हो । 
अयवा यदि वबारंबारता सारणी से परिकलन करना हो तो-८ 


& 
2 थ-5| 
बल्ब के (2 प 2) 
माध्य-विचकन ++ ५ «०० ००० ०००९९ ** 


2 


हब 
उदाहरण : 
सारणी संख्या 2.2 में :--८26.75 वर्ष होने के कारण माध्य-विचलन 


त्तः ऊ0िज5 >%7)-+-(7.752८ 89) +-(०.75२८ ०) 
(०.8५ २८ 4)-- (7.85 »< $)] वर्ष 
य्‌ वि 
न उठ-75-79-2०+-०.३०-+-३-4०--9-25] वर्षे 


*« माध्य-विचछन+-7"265 वर्ष है 

(घ) जब सब प्रेक्षणों का उनके परिमाणों के अनुसार विन्यास किया जाता 
तो मध्य के प्रेक्षण को साध्यिका कहते है । इसी प्रकार वह प्रेक्षण जिससे 25 है] 
प्रेक्षय छोटे और 75 प्रतिशत प्रेक्षण बड़े होते है--प्रथम-चतुर्थक (/ति// 47/6/ 


समष्टदि और उसका विवरण ३७ 


कहलाता है । जिस प्रेक्षण से 75 प्रतिशत अवलोकन छोटे और 25 प्रतिशत 
प्रेक्षण बडे होते हैँ वह तृतीय चतुर्थक कहलाता है। द्वितीय चतुर्थक स्वय माध्यिका 
होता है। 

तुतीय चतुर्यंक और प्रथम चतुर्थक के अतर को अंतश्चतुर्थक-परास (##/0- 
बृधदा। 6292) कहते हैं। यह भी प्रसार का एक माप है। 

परिमाणो के अनुसार विन्यास में जँसे 25-25 प्रतिशत प्रेक्षणों के अतर पर 
चतुर्थक होते है उसी प्रकार दस दस प्रतिशत के अतर पर दक्षमक (6४) तथा 
एक एक प्रतिशत के अंतर पर शततमक (छ८८८४//०) होते हैं । दशमको तथा 
शततमकों द्वारा प्राय. सपूर्ण वितरण का भास हो जाता है। परतु जब तक 
बारंबारता चित्र न बनाया जाय तव तक इन सौ मापों से तत्त्व को पाना इतना ही 
कठिन हो जाता है जितना कि कुल प्रेक्षणो से । इसलिए केद्रीय प्रवृत्ति तथा प्रसार 
के मापी के अतिरिक्त दो और माप ककुदता (7९॥४०555) और वैपम्य होते है 
जिनसे हमें वितरण को समझने में सहायता मिलती है। 
$ २*८ घूर्ण (080#2/5) 

इसके पूर्व कि हम इन दो मापों का वर्णन करें, आइए आपको एक समुदाय से 
परिचित कराया जाय जिसके दो सदस्यो से आप पहिले ही परिचय प्राप्त कर चुके है । 
इस समुदाय के सदस्यों को घूर्ण (0928) कहते हैँ । यदि हम किसी वितरण 
के समस्त घूर्ण को जान ले तो उसके विपय में और अधिक जानने योग्य बहुत कम रह 
जाता है। वितरण के + वे घूर्ण को (७५ से सूचित करते हैँ और इसकी परिभाषा 
निम्नलिखित सूत्र द्वारा होती है। 

४ ब्ू-- ७ आओ गे (2.73) 

ह उच्च 

जहाँ कुल प्रेक्षणो की सख्या # है, 5: वां प्रेक्षण है और & प्रेक्षणों का माध्य 
है। इस प्रकार के घूर्ण को जो माध्य के अन्तरो से सबधित है माध्यांतरिक घूर्ण 
(#रणाला: 0४8 ६९ #४८८४) कहते हूँ । इसी प्रकार किसी और मान & के 


अंतरों से सवबित पूर्ण को ७-आतरिक पूर्ण कहते है जौर इसे, से सूचित करे है। 
| 2 


हि 5] (प+बोर हम 8 0| 


कन्या 


झ्द सांड्यिकी के घिद्धान्त और उपयोग 


माध्यांतरिक घूर्णों को 4-आंतरिक घूर्णों के रूप में रखा जा सकता है 


॥|# क॑+ ञ ( क्या 9 


मच 


2 [(-० )-( २-० )| 


$ ( ४० )-() (४-०) ट#-ब! 


+ () ह-क है, (-केएक-तक सगे हि 


(गे 
५ (गे हा (दर हुँ 
कण ॥ ००.) #-3०+() हक ही 


+-ऐे फ््बे...... (2.85) 
यह आप समझ ही गये होगे कि शून्यान्तरिक प्रथम घूर्ण 
कप न्‍ू अर श्र बन 
॥ | 
तथा #७ ह+ -- 5 (८-2) 
साय 


इस माध्यान्तरित द्वितोय घूर्ण को प्रधरण (एथयंआ॥८०) कहते हैं । 
आप इन दो धूर्णों से पहिछे से ही परिचित हू । 
$ २९ बेपम्य और ककुदता पे 
दो मुख्य लक्षण जो वितरण के रूप की व्याख्या करते हैं (१) ॥! है 
(0९2॥८9) या असममिति (क्र#क८४)) तथा (२) फकुदता रे (68५ 
या घिसरता (|#८०४४८४४८७) है । इन दो छक्षणों के माप क्रमशा थि सर हे 


हैँ । इसको परिभाषा निम्नलिखित सूत्रों से होतो है । नमी 


* फुटनोट :--( ), (?५) इत्यादि की परिभाषा के लिए देसिए समीकरण 6-7) 
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/#0- -[(-2१६7+ (१०० + (०) ५ 9 + 0755) | (7) 


स् र्ज्ज “+-8+2+32+735 ] (यर्य )? 
6 (वर्ष)? 
न 8.05 (वर्ष)? 


रा च््द् [(-) > )+(0)%2)+ (20४ 4)+ 8) » 9 ])+ 
नर [ 76+2+64+4० ](बर्ष)* 
_... 457 (वर्ष 
स्तद्द (वर्ष )* 
5 24.35 (वर्ष)५ 


यह हम पहिले ही कलन कर चुके हूँ कि 
&५४१--३.३5 (वर्ष)? 


और. 7-25 वर्षस्जा.75 वर्ष 
8 हू पशिए-2 $)* 
व 3-35--(7.75))] (वर्ष) 
प्+2.0275 (वर्ष)* "(पर हे 
हक सशि3//४--25)+ (०--०७) (वर्ष )* 

हत(8.०5)--३3 २ 3.35 2 7.5)+-(2> (7.75)%] व ) * 
#र्[8.050000--77.557500--3.847 730०] (वर्ष)? 
जत--0.665770 (वर्ष) 
उर्नूपब/आ&-725)+%/४--०७9*-3 (--०»ओ] (बर्ष)* 
न (2439-42 8,052 3.75) +(62 3-35 २ (7.75)) 


्ः 


० सांदिपको के सिद्धाग्त और उपयोग 


--8 2 (.33)9] (वर्ष) हि 
_[24.35--37-03+ 26:58225--4-90798425] (वर्ष) 
न-न्‍9.00026575 (चर्ष)* 
आर शा (०.66577)7 
फ (2,0275)7 
नन्‍ 0,.0537827 
53 4 9.00026575 
हो. (2,0275* 
मनन 2,789442 ;्गी 
यह आसानी से देखा जा सकता है कि यदि वितरण सममित ( (0007. 
हो यानी किसी भी परिमाण ८ के लिए प्रेक्षणों के मान (#-शपयां (४४२ 
प्रहण करने की वारवारता बराबर हो--तो सभी विपम घूर्णों (०44 प्रणयधा 
का मान शून्य होगा । इस कारण असममिति को मापने के लिए ७३ उपयुवत ग्रह 
होता है । परंतु इसको माप के मात्रक ( प्ा४६) से स्वतस्त्र करने के लिए हम 
वर्ग को /४% से विभाजित कर देते हैं । इस प्रकार असममिति का माप एक 
है जिसका कोई मात्रक नहीं है। जितना अधिक 9, का मान होगा विवरण 
ही अधिक असममिति होगा। यह असममिति किस प्रकार की है यह जानने के हिए 
बजाए 8, के इसके वर्ग मूछ को लेना अधिक उत्तम है जिसका चिंह्ने #४ चि् 
लिया जाय । इस वर्ग मूल को 2, से सूचित किया जाता है । 
४ प्र्काल 


&3 
सर 
।02 2 











ठ्र्ठ5 
चित्र १०--असममित तथा सममभित घितरण 


समप्टि और उसका पिपरण डा! 


ऊपर के उदाहरण में आपने यह देखा ही होगा छि ४५ का मान उन ऐक्षणों 
पर अधिक निर्मर करता है जो माध्य मे ज्धिफ्र जतर पर हो | यदि इस प्रकार 
के प्रेप्षणों में माध्य से बड़े प्रेक्षयों की बारबारता ज्धिक हो तो वितरण का रूप उस 
प्क्रार का होगा जैसा चित्र सख्या १० (2.8.7) में दियाया गया है और इस दशा में 
४3 के थौर इसी कारण »३ कं मान पनात्मक होता है। इसके बिपरीत यदि माध्य 
मे अधिक अतर फे प्रेक्षणों में माघ्य से छोटे प्रेक्षयों का बाहुल्य हो तो वितरण का रूप 
चित्र १० (2.8.3) में दिये डुए बारबारता स्लित्र दी लगह होगा। इस दशा में 9) 
का मान ऋणात्मक होगा । इस प्रकार %; के मान से वाराबारता चित्र के रूप पर 
काफी प्रकाश पड़ता है 


ककुदता का माप 34 क्र | | 
हर] 


हे प्‌ 
परतु 8५. नर॑ फ्ा >» (४-१ 
क्षय 


नल [ ((्ध “7/2 पे 9 है 


स्न्न गज (४-7 -छश + २०७ ७) ((४-२)--छशे +॥॥्४ ] 


न्‍त #पक (न 





** 70 +)-शशे नह 
“०. 32 क+ 5 कि डा ) हि 
ब्त्त्क्ण लन्ड! 


जहाँ ए (जो से हमारा तात्पये (८) के प्रसरण (एथ्य/87८०) से है 


डर सांणिपको के सिद्धान्त और उपयोग 


और #-“ज+५ । यह प्रसरण जितना कम या अधिक होगा उतवा ही कम था 
जधिक 8, का मान होगा । यह देखा गया है कि जिन बंटनों के लिए £ 
होता है उनमें वारवारता चित्र माध्य के पास अधिक चपटा सा होता है और नि 
इसका मान कम होता है उसमें यह माध्य के पास शिसर का सा रूप लिए हवा 
है। प्रसामान्य बंदन (अगव्ा्वं 50809) में--जिसका वर्णन आर्य 
अध्यायों में किया जायगा--इसका मान 3 होता है। इसके वारबास्ता चित 
तुलना करके यह अंदाज़ा छगाया जा सकता है कि एक विशिष्ट ककुंदता बाहे बद्व 
का रूप भाध्य के पास क्या होगा । 8: की इस प्रकार की व्यास्या वास्तव में पुवितः 
पूर्ण नही है, फिर भी साह्यिकी के साहित्य में इसका एक विशिष्ट स्थान है। 


जिनमें 


अध्याय ३ 
आयिकता 


$ ३१ वे स्थितियाँ जिनमें प्रायिकता का प्रयोग फिया जाता ६! 


पहिले अध्याय में कुछ ऐसी स्थितियों का यर्णन किया गया था शिनमें विर्चय 
पूर्वक किसी घटला की भविष्यवाणी करना सभव नही है ! यह कह्ठा गया था कि ऐसी 
स्थितियों में साख्यिकीय नियमों का उपयोग किया जाता है । से अधिमतर प्राधिकता 
के रूप में होते है । इस अध्याय में हम प्रायिकता रे परिचय प्राप्त फरेगे । 

उन सब स्थितियों में जहाँ प्रायिकता का प्रयोग किया जाता है एक विशेषता 
पायी जाती है । आवश्यक है कि हम इस विश्येपता को ध्यान में रखें, उपाह्रणार् गुण 
के खेलों में, इश्योरेंस की समस्याओं में तथा पानी के बरसे में । हग देखते हूं का 
ये सब घटनाएँ वार-वार घटने वाली हैं । पॉसे का फेकना एम ऐसी पटना है णो कस 
से कम' कल्पना में तो अनगिनत बार दुहरायी जा रावती है, यदि हूम इस समय इग 
संभावना की उपेक्षा करें कि पाँसा घिस अथवा दूट जायगा । यदि हम इंश्योरेंस की 
किसी एक लाक्षणिक समस्या को सुलझाने में छगे हैँ तो हम कल्पता कर सकते हैं 
लाखों मनुष्य एक ही प्रकार का इश्योरेंस करवायेगे और इन मनुप्यो ती क्र प५ 
समान घटनाओ को इश्योरेंस कम्पनी के रजिस्टरों में नोट कर छिया जाबगा | ॥॥४। 
वरसने के सवध में हम अवग्रितत दिनो की कल्पना कर सकते हैं जो गुजर ०१ ॥ ७ /44। 
भविष्य में आनेवाले हूँ । किन्तु हर एक दिन किसी विशेष रवान पृर [। ।4॥ ज्वा 
हुई होगी, यही वह घटना है जिसमें दर्में झचि हैं। सामूटिक सटवाव। ४]. 
प्राथिकता के प्रयोग के छिए उपयुवत हँ--एक अच्छा उदाटरव ॥ ॥ज हज ॥/ 
वद्यानुक्मिता । झिसी विद्येप जालि के पौधों को ही छी। दिए जो 9२4 ये ऋकक पाए 
मे उलम दुए हीं और उनके फूलों का रंग निरीक्षण बिप । बढ दम जाए 
सम सकते हू कि बारंबार घटित द्वीने बाछी घटवारें बदा/ / // ०२० उ/ 
का छगाना और उसे फूछों के सयो छा निरीक्षत्र 4००», वन ४४ 

















डिड सांश्पिको फे सिद्धान्त और उपयोग 


इसके पश्चात्‌ हम इस प्रकार की हजारों घटनाओं का केवल फूलों के रंग के दूषित 
से विश्लेषण करते है । वि 
पाँसे फेंकने में रियो घटना पाँसे को एक वार फेंकना और जितने ४ 
के पाइवे पर आयें उन्हें नोट कर लेना है । हैड और टेल के खेल में रुपये की 
डांस या उछाल एक घटना है और जो मुख ऊपर की ओर आये वही इस पटवी हि 
गुण ( ४8706 ) है। जीवन के वोमे में किसी एक व्यक्ति का जा हल 
घटना है ओर जिस गुण का निरीक्षय किया जाता है वह है उस व्यवित की थ घर 
समय की उम्र अयवा वह उम्र जिस पर बीमा कंपनी को उस मतुपष्य अथवा 280 
वाछो को रुपया देना पड़ता है। जब हम एक मनुष्य की एक विद्येय सम होश 
के अंदर मरने की प्रायिकता के बारे में वात करते हैं तो इसका एक विशेष अ५ हो 
है । हमें किसी व्यक्त विशेष नहीं वरन्‌ व्यक्तियों के एक पूरे समुदाय के वारे मे के 
करना होता है । उदाहरण के लिए यह समुदाय उन सब व्यक्तियों का हो बे है 
जिनकी उम्र पचास वर्ष की हो और जिन्होंने जीवन का वीमा करा रखा ही | 
कता की जो परिभाषा हम देंगे वह एक समूह में एक गुण के पाये जाने की ब। 
से ही संवधित है। यदि आप यह कहते है कि वरकतउल्लाह के एक वर्ष के बे 
मर जाने की प्रायिकता पचास प्रतिशत है तो इसका अर्थ केवल यह है कि बे 
उल्लाह एक ऐसे समुदाय का सदस्य है जिसमें से पचास प्रतिशत व्यक्ति एक 
अंदर ही मर जायेंगे । यह ध्यान में रखने की वात है कि यह वर्वतव्य 
से कम और उस समुदाय से अधिक संवधित है जिसका वरकतउल्लाह एक सुदप् 


$ ३२ आपेक्षिक वारंवारता का सीमान्त मान 


मान छीजिए, एक सिपाही वन्दूक से निशाना छूगाने का अम्यास कर रहा है! 
उसने दो सौ गउ के अतर पर एक तख्ता ऊगा रखा है जिसके बीच में एंक पी 
( श्थापंल्‍्श ) रेखा खिंची हुई है। वह उस रेसा पर निशाना बॉवेकर गे! 
चछाता है। कुछ गोलियाँ इस रेखा के वायी ओर पड़ती हूँ और कुछ दाहिंती लो 
इस क्रम में कोई नियम नही है। यह नही है कि वारी-बारी से गोलियाँ दा्हिती 
वायीं ओर पड़ें या हर एक योलो के बाद जो वायें भाग पर पड़ती है दो योलियाँ दा्हिं 
ओर पड़ेंगो। बास्तव में इसमें किसी प्रकार कय नियम दृष्टियोचर नहीं दोता। दा 
अम्यास मे प्रथम पन्द्रह योछियाँ किस-किस जगह पड़ीं, यह चित्र १६ में दिखाया 
गया है। क्या इस ज्ञान से हमें यह भविष्यवाणी करने में कुछ भी सहायता मिलती 


बसकतउहला ् 


स्प है। * 


प्रापिकता है 


कि अगली गोछी दाहिने भाग में पड़ेगो जयया बायें भाग में ? प्रत्यक्ष है कि इस प्रकार 
की फोई नधिप्य वाणी करना सभयव नही है। इस अनियमितता के होते हुए भी इस 
प्रयोग के फरों में कुछ नियम है। यदि सिपाही अच्छा निशानेवाज हो तो हम देखेंगे 
कि हजारों गोलियों चलाने के वाद करीव आधे निशान बायी ओर और आधे निश्मान 
दाहिनी ओर होगे । यदि वह अच्छा निद्मानेबाज न भी हो जौर यदि हम हर गोली के 
पड़ने के वाद दाहिनो जोर पडनेवाली गोलियो की वारवारता का और कुछ गोलियों 
को सस्या का अनुपात निफालले तो हम देखेंगे कि जैसे-जैसे कुल सख्या बढती जाती है वैसे 
चैसे यह जापेक्षिक्त बारंबारता ( 7267८ /2८4४॥८४८) ) एक विशेष सस्या की ओर 
प्रग्रसर होती जाती है। इस प्रकार विशेष सख्या की ओर अग्रसर होने के क्‍या अर्थ 
हैं, यह भलछी भांति समझना आवश्यक है। 





चित्र ११--अर््वई रेखा पर निशाना बाँवकूर चलछायी हुईं गोलियों का वितरण 
मान लीजिए कि आप इस अपेक्षिक बारवारता का परिकलन एक विद्येप दशमलूव 
स्थान तक करते हू। यदि यह परिकलन पहिले दशमलव स्थान तक करना हो तो 
उदाहरण के लिए तीस में से दस गोलियां दाहिदी ओर पड़ने पर यह आपेक्षिक बारं- 


न्ड६ सांदियफी फे सिद्धान्त और उपयोग 


0 न गेलियाँ चहानेके वाद ! 
वारता 367०3 होगी। आप देखेंगे कि छयग 500 गोलियाँ चलानेंके वादे 


पहिले दश्ममलय स्थान तक परिकलित आपेक्षिक वारंबारता का मान स्विर हो जात 
और फिर चाहे | 
वना रहता है। 420 20४ ८४५३८ नि 
कलन करें तो कदाचित्‌ दस हजार निश्चानों के बाद यह 0.50 पर स्थिर हो जाग 
यदि तीन दश्मलव स्थानों तक यह परिकछन किया जाय तो कई छाख 0 
पश्चात्‌ यह स्थिर हो जायगी। किसी भी दशमछव स्थान तक परिकेलन गा 
प्रयत्नों की एक विश्ेय संख्या के पश्चात्‌ यह स्थिरता आ ही जाती है | इन क्यों 
से हम इस निष्क॒र्प पर पहुंचते है कि आपेक्षिक वारवारता एक विशेष सस्या रत 
प्रवृत्त होती है और जैसे जैसे प्रयत्नों की सख्या वढती जाती है आपेक्षिक बारी 
इस विश्ञेप संख्या के अधिकाधिक पास आती जाती है। घटना: 
हम छोग प्रायिकता के सिद्धान्तो में केवल उन बार-बार घटनेवाली प 
समुदायों का अध्ययन करेंगे जिनमें यह विदवास करने के काफी कारण हों कि 
क्षिक बारवारता एक विशेष सख्या की ओर प्रवृत्त होती है। इस संख्या को कया 
वारंबारता की सीमा ( ॥07४ ) कहते है। यह सीमा ही समुदाय में उस गुर हे 
जाने की प्रायिकता ( 97०94 ॥६9 ) कहरछाती है जिसकी आपेक्षिक बारबारवां 
परिकलन हम कर रहे थे । 


$ ३३ एक अन्य परिभाषा दा 
इस प्रायिकता शब्द की एक और परिभाषा है जो नीचे लिखे उदाहरणों 

स्पष्ट हो जायेगी । >3और 

(१) डिब्बाऔर गोलियाँ---एक डिब्बे में # गोलियाँ है जिनमें 7६ सर्फरद है 

बाकी अन्य दुसरे रंगो की। हम एक गोली को बिना देखे ही डिब्बे में से निकाबो 

उसके रथ को नोट करते है और फिर उसे डिब्बे में वापस रख देते हैँ । यह आयोग 

वार-वार करते है और अनगिनत वार कर सकते हैं। इन प्रयोगों में सफेद बरिं- 

आपेक्षिक वारंवारता जिस सीमा की ओर प्रवृत्त हो रही है उसे (ऊपर दी हई 

भाषा के अनुसार) हम सफ़ेद गोली के चुने जाने की प्राथिकता कहेंगे । परठु यदि 

के अलावा गोलियाँ बनावट और चजन में समान हों और गोलियों को हर 

बाद भछी भाँति मिला दिया जावे तो यह स्वाभाविक जान पड़ेगा कि किसी भी गोली 

के चुने जाने की प्रायिकता उतनी ही है जितनी किसी अन्य योली की । वरयोकि ऊँ * 


| प्रापिकता ४७ 


गोलियाँ है जिनमें से ॥, गोलियाँ सफेद है, इसलिए सफेद गोली के चुने जाने की प्रायि- 
कता न है । अतः प्रायिकता को परिभाषा यह भी मानी जा सकती है कि 
विभिन्न एक-सी घटनाओं की सख्या 

समस्त विभिन्न घटनाओं की सख्या *+ (न) 

यहाँ पर ऐसी घटनाओं पर विचार किया जा रहा है जिनकी प्रायिकताएँ सहज 
ज्ञान द्वारा (47प0४४८|५ ) समान मानी जा सकती है । यह आपने देखा होगा कि 
इस परिभाषा में प्रायिकता का कुछ ज्ञान पहिले से निहित है। इस कारण परिभाषा 
के रूप में यह उचित प्रतीत नही होती | वास्तव में यदि समस्त प्राथमिक घठनाभों 
( शंक्कशाद्रा) ९४८४४ ) की प्रायिकता बराबर हो तो यह सूत्र केवल किसी 
संयुक्त घटना की प्रायिकता का कलन करने का एक नियम बताता है। ऊपर के प्रयोग 
में किसी एक गोली का निकालना एक प्राथमिक घटना है और सब प्राथमिक घटनाओं 
को प्रायिकताओं का बराबर मान छेना विचार-सगत मालूम होता है। किन्तु सफेद 
गोछी का चुनाव एक संयुक्त घटना ( /०४८ ८५६४४ ) है जो उन प्राथमिक घटनाओं के 
सयोग से वनी है जिनमें विभिन्न सफेद गोलियों का चुनाव होता है। 

यह भी स्पण्ट ही है कि प्रेक्षण द्वारा प्रायिकता का पता छूयगाना असभव है, क्योकि 
इसके लिए असख्य प्रयोग करने पड़ेंगे। अगले अध्याय में हम देखेंगे कि प्रायिकता किस 
सिद्धान्त के आधार पर निश्चित की जाती है। प्रेक्षण द्वारा हमें यह मालूम हो सकता है 
कि यह्‌ निश्चित प्रायिकता सभव है या नही । ऐसी परिस्थितियों में जहाँ प्राथमिक 
घटनाओं की प्रायिकता बरावर जान पड़ती है हजारों प्रयोग करना अनावश्यक 
प्रतीत होता है। 


(२) वर्षा--मान छलोजिए, आप एक छोटे-से आँगन में खड़े है । उसमें एक चौकी 
पड़ी है। थोड़ी देर में हूलकी ही फुहारें पडने लूमती हूँ । इतनी हलकी कि आप हर 
बूंद को--जो आँगन में गिरती है--ग्रिन सकते है और यह भी देख सकते है कि वह 
चौऊी पर गिरी या नही । छाखों बूंदों के गिरने के बाद आप उस प्रायिकता का किसी रद 
तक अनुमान लगा सकेगे जो कि किसी बूंद के चौकी पर गिरने की है। यह अनुमान 
आप चौड़ी पर गिरी हुई बूँदो की आपेक्षिक वारवारता के आधार पर लयायेगे। यदि 
वर्षा जोरों से पड रही है तो बूँदो का गिनना असभव है। 

यदि आप आँगन को उसकी भुजाओं से समानातर रेखाओं द्वारा छोटे-छोटे 
किन्तु बराबर क्षेत्रफलवाले वर्गों ($5००:८४) में विभाजित कर दें तो ऊपर के उदा- 


प्रायिकता -> 


डंट सांख्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 





चित्र १२--चौकी पर वर्षा-बिन्दुओं की प्रायिकता का 
हरण की भांति यहाँ भी यह विचार संगत मालूम होता है कि प्रत्येक वर्ग में दूँद 
की प्रायिकता बराबर है। 
<* बूँद के चौकी पर पड़ने की प्रायिकता 
उन वर्गों की सख्या जो चौकी में हैं _ 
कुछ वर्गो की संख्या जो पूरे ऑगन में हैं 8 यह 
परंतु कुछ बर्गे ऐसे भी है जो अशतः चौकी पर और अशतः उसके बाहर टन 
इन वर्गो की संख्या उन वर्गों की अपेक्षा वहुत कम है जो चौकी में है तो प्राविकता # 
में ऊपर के सूत्र के प्रयोग से कोई विशेष अतर नहीं पड़ेया। मान छीजिए पूरे अं हे 
पाँच करोड़ वर्ग हैं जिनमें से एक करोड़ चौकी पर प्रूर्णतया और एक मी विकता 
पड़ते है। इस दशा में हम कह सकते है कि यदि वूँद के चौकी पर पड़ने की 4 
वास्तव में $ है तो 
# 70,000,000-+-3,000 
50,000,000 
40,000,000 
और 82 50,000,000 के है कक ५; ता क्के 
(क>'ल' के अध होते है कि 'पः से 'का बड़ा है। इसी प्रकार क< व 
अर्थ होते है कि 'ज' से 'क' छोटा है ॥) 


नत्क॑ है ना इकठएए 


जि  + ससन्लडड ख अऋड 5 वह पाब्काइचक ५ 


प्रायिकता ४९ 


संख्या है। यदि हम अधिकाधिक छोटे वर्ग छेते चले जायें तो ये सीमाएँ भी पास 
भाती जायेंगी। सीमान्त में दोनो बराबर हो जायेंगी । सीमान्त में चौकी पर स्थित 
वर्गों की सस्या का कुल वर्गो की संस्या से अनुपात चौकी ओर आँगन के क्षेत्रफल के 
अनुपात के बराबर होता है । इस प्रकार-- 


चौकी का क्षेत्रफल 


बूँद के चौकी पर गिरने की प्रायिकता 55 >-----७००- 
आंगन का क्षेत्रफल 


किसी भी मौसम-विज्ञान विभाग (77८00070]09८9 5७007) में वर्षा को 
नापने के लिए जो वृष्टि-मापक (7/॥-8278०) छगाया जाता है उसमें इस ऊपर 
लिखे सिद्धान्त का प्रयोग किया जाता है। उस वृष्टि-मापक में जितना पानी पडता है 
उसे शहर में पड़े हुए पानी का प्रतिनिधि मानने में यही तक है। 


$ ३"४ प्रतिवंधी प्रायिकता 


किसी घटना अथवा गुण की प्रायिकता के लिए यह भी आवश्यक है कि हम यह्‌ 
जानें कि वह फिस प्रयोग से सबधित है। उदाहरणार्थ, ऊपर हम चौकी पर वूँद गिरने 
की प्रायिकता का परिकलन कर रहे थे। इसमें प्रयोग था उन बूंदों का निरीक्षण जो 
आँगन में गिर रही हैं। यदि आँगन के वीच में एक रेखा खीची हुई हो और हम केवल 
उन बूँदों का निरीक्षण करें जो रेखा के उस ओर वाले भाग में गिर रही है जिसमे चौकी 
है तो बूद के चौकी पर गिरने की प्रायिकता वदरू जायेगी। वास्तव में हमे यह कहना 
चाहिए कि उन बूदो के लिए जो पूरे ऑँगन मे गिर रही है चौकी पर गिरने की प्रायिकता 
चौकी और ऑन के क्षेत्रफलो के अनुपात के वराबर है। 


इसी प्रकार यदि हम रुपया उछाछते हूँ और देखते हूँ कि वह्‌ चित गिरता है या पट 
तो एक अच्छे सिक्के के लिए चित गिरने की प्रायिकता ह है। इस प्रयोग में समस्त 
उत्क्षेपणों (६05८5) के परिणामों का निरीक्षण किया जाता है। प्रयोग को बदल 
कर यह्‌ प्रतिवध लगाया जा सकता है कि हम केवल उन उत्क्षेपणो पर विचार करेगे 
जिनके पूर्वंगामी उत्क्षेपण का परिणाम पट हो। मान लीजिए कि प्रथम सोलह उत्क्े- 
पणों के परिणाम निम्नलिखित है--- 


बी] 3: 54 हु 6; हक. 
प॒पपतचि 


चिचि प चि 


प्‌ 


” थाठकें दर्मप् वारहक तेरहदें, कया प्रह 
दि आपेक्षिक वारवारता के प्रिकछन के हिए 
यही उत्सेपण पड़ने के हि 


#/४22 >धिए८५०) कहते है। इतर 
8 होने पर कि पिछठे उत्मपप का 
गे अतिवयी आपेक्षिक 
श्स प्रकार की भ्रति घी आये 
ह। 


ः । 
"के वारजरता की प्रीमा को अतियंधी प्रापिका 


4 की प्रायिकता बिना किठ्री 
के साथ कि 8 उससे पहिले घटित हो चुकी 
अटना 4 घटना 
आये से हम किस 3 ते स्वत है। 


युचित 
करेंगे। इसे सकार 4 कक प्रतिकंधी 5 - आयिकता को ? (4) झ्वरा ग़ 
हो चुकी है +0१(५4 


ि को-.वह दिया होने पर कि # पद 
डा जाता है। ८9) बसा प्चित किया जायगा और इसे स्रायिकता 4 दत्त मे 
इस सकेत (म०थध०१) के अनुसार 4 घटना 8 से स्वतव' कहलावेगी यदि 
>(8/0०४६७) 
$ रह 


पैयम और अतिच्छेद: 9 
किसी एक ही अयोग के (ि्बकव्व्ध०प) 
औन्हें हम 


पडनाएँ (०; स्वरूप कई मिन्न-भिन्न घटनाएँ हो सकती है। 
घटनाएँ ऐे उटनाएँ (& 'ध्ण्व्शध, हैं । कुछ और 
फदनाएँ ऐकक ह इनमें विश श्श्थ्यछ) कह सकते हैं। कु 
होवी है हि होती है जो रैनमें से कुछ वेद पक घटनाओं का कुछक ।8॥ 
कार यह को धर फेकेगे सै, 2, 3, 4, 5 अथवा 6. बिंदु ऊपर 
हि छः पटनाएँ हद शनि केवल, 5 , 
मे भा... का ऊपर बा हैं। किन्तु केवक 4, 3 या 
के मापा में इस 


पदनाओं का एक कुलक है। 
सायामिक घटनाओं का संयम 


प्रायिकता ५१ 


(पणंणा) कहते हैं । यदि ॥ और 8 दो घटनाएँ हो तो हम इनके सगम का साकेतिक 
निरूपण (79 के द्वारा करते हूँ और इसे “४ सगम 8' पढ़ते हैँ। इसका शाब्दिक 
अय॑ है & या (3 में से कम से कम एक घटना का घटित होना । 

एक और प्रकार की घटना 0 और 8 से सवधित हो सकती है। यह है » और 73 
दोनों का एक साथ घटित होना । मान लीजिए कि एक रुपये को दो बार उछाला 
जाता है। घटना / पहिले उत्क्षेपण में हपये का चित पडना है और घटना 3 है दूसरे 
उत्क्षेपण में चित पड़ना। यदि दोनो उत्क्षेपणों में रुपया चित आयें तो / भी घटित 
होगी और 8 भी । इस प्रकार दो घटनाओं & और 8 के एक साथ घटित होने को 
हम ४ ओर ;3 का प्रतिच्छेद कहते है । इसको 8 ।) ह द्वारा सूचित करते है, और इसे 
*6 प्रतिच्छेद ॥3' पढते है । 
$ ३७ परस्पर अपवर्जी घटनाएँ (१(४एथभी५ ए्टेप्श्नए८ छएटा७) 

कुछ घटनाएँ ऐसी होती है जो साथ-साथ हो ही नहीं सकती। जैसे पॉसा फेंकने 
पर १ और २ दोनो साथ साथ ऊपर नही आ सकते । इस प्रकार की घटनाओं को परस्पर 
अपवर्जी घटनाएँ कहते हूँ । यदि & और 8 दो परस्पर अपवर्जी घटनाएँ है तो 8[] 8 
एक ऐसी घटना है जो हो ही नही सकती । ऐसी असभव घटनाओं को हम 0 द्वारा 
सूचित कर सकते हैं। 

इस प्रकार यदि हम छिखे कि-- 

4 0 छ-0 

तो इसका अर्थ यह होगा कि / और 7 परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हैं । 


$ ३'८ घटनाओं का वियोग 


मान लीजिए प्रयोग पासे को फेंकने का है और ४ तथा 8 निम्नलिखित 
घटनाएँ है । 


ैः 7, 2 या 3 विदुओं में से किसी एक का ऊपर आना 
छः 2 4 या 6 बविद्ुओं में से किसी एक का ऊपर आना 

इस दशा में & और छ का संगम निम्नलिखित है। 
2 एछ: ३, 2, + 4 या 6 बिंदुओं का ऊपर आना। इसी भ्रकार 


और छे का मुगनफल निम्नलिखित है 
30858: 2 बिन्दुओं का ऊपर आना। 


प्र सांल्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


यदि ३ अयवा 3 विंदु ऊपर आयें तो / घटित होगी परंतु 8 नहीं। इस शकीए 
की घटना को हम /-४ से सूचित करते है और इसे “/ वियोग 78 ” पढ़ते है ।झ्ी 
प्रकार यदि 8 घढित हो और ४ नहीं तो इसको 8-8 से सूचित करते हैं। अर 
की घटनाओ के लिए 
बीज: यम अयवा 3 विदुओं का ऊपर आना 
3-० : 4 अयवा 6 विदुओं का ऊपर आवबा 


$ ३९ घटनाओं का गर्भित होना 


मान लीजिए ऊपर के प्रयोग में एक घटना (2 है। 
८: ? अथवा 3 विंदुओं में से किसी एक का ऊपर आता। हल 
यह स्पष्ट है कि यदि (2 घटित होगी तो & भी घटित होगी। इसकी हग 
हारा निम्नलिखित तरीके से सूचित करते है 
€2८28& 
शब्दों द्वारा हम यह कह सकते हैँ कि 'घटना 0: घटना # में गर्ित है। 
आप यह आसानी से देख सकते हूँ कि-- 
(09) ८& 
(5798) ८5 हल्‍्गढग० थे 
(8-53) ८०७ 
(3-0) ८४8 बिल 
यदि कोई घटना घटना 4 में गर्भित नही हो तो इस गुण को सकेत द्वारा हम मिं' 
लिखित रीति से सूचित कर सकते है : 
4 <& 
$ ३१० आपेक्षिक वारंबारता के कुछ गुण 
एक बात झायद आपके ध्यान मे आयी होगी । वह यह कि जहाँ भी हम कक 
के अनत अनुक्रम (4६2 5८०ुप८०८०) अथवा वार्‌वारता के सीमात्व मार्तों 
वर्णन करते हूँ वहाँ हम केवल विचारो की दुनिया में विचरण कर रहे है । वास्तव 
किसी भी मनुष्य को घटनाओं के अनत अनुक्रम का निरीक्षण नही करना द्वीता और 
वारबास्ताओं के सीमात मानों का कोई भौतिक अस्तित्व नही है। आप कदार्थिई 
सोचते होगे कि इस प्रकार की धारणा का व्यावहारिक जीवन में क्या उपयोग हों 


प्राथिकता ५३ 


है। परंतु प्रवोजित गणित (499॥९3 शाश्यीट्याप८5) इस प्रकार की धारणाओ 
से भरा हुआ है। उदाहरण के लिए गति-विज्ञान (0727८) में किसी एक बिंदु 
पर वेग (श८०८६५) अबबा किसी एक विंदु पर त्वरण (३८८८००४णा) इस 
प्रकार की धारणाएँ हूँ जिनका भोतिक अस्तित्व नही है और न उनका प्रेक्षण किया जा 
सकता है। वास्तव में ये किसी अल्प समय-अतराल मे वर्तमान वेग अथवा त्वरण के 
सीमान्त मान ही हूँ । परतु हम जानते हूँ कि इन्ही धारणाओं को आधार स्वरूप छेकर 
जो गतिविज्ञान निर्मित हुआ है उसका उपयोग इजीनियर छोग करते है। यद्यपि इनका 
अपना अस्तित्व नही है, परतु ये कुछ ऐसे गुणों का आदर्शीकरण (0८०॥54007) 
हैँ जो वास्तविक है। इसी प्रकार यद्यपि प्रायिकता भी एक सीमान्त मान है परतु वह्‌ 
उस आपेक्षिक बारवारता से सबधित है जिसके भौतिक अस्तित्व को हम पहिचानते है । 
आइए, अव हम ज्ापेक्षिक बारवारताओ के कुछ गुणो से परिचय प्राप्त करे, क्योकि 
जिस प्रायिकता का हमें अध्ययन करना है उसमे भी ये गुण अवश्य ही विद्यमान रहेंगे। 
(१) यदि # प्रयोगों में किसी घटना की वारवारता £ हो तो जज घटना 


की आपेक्षिक बारवारता हुई । यह स्पप्ट है कि » म तो शून्य से कमर कोई ऋणात्मक 
संख्या हो सकती है और न यह # से जधिक ही हो सकता है। इस कारण आपेक्षिक 
बारबारता न तो ऋणात्मक सख्या हो सकती है और न १ से अधिक कोई धनात्मक 
सख्या। आपेक्षिक बारवारताओ के इस गुण को सूत्र मे हम छिख सकते है 

0 < का | (3.3) 


(२) यदि कोई घटना असभव हो तो वारबारता 9 शून्य होगी। इस कारण 
असभव घटनाओ की आपेक्षिक बारबारता भी सून्‍्य होगी। 

(३) यदि किसी घटना का प्रयोग के साथ होना अनिवायं हो तो #८८ होगा 
तथा इस दशा में घटना की आपेक्षिक वारवारता १ होगी। 

आगे से हम किसी विद्येप घटना 6 को वारबारता को ४ (4 ) द्वारा सूचित करेंगे। 

(४) यदि ४ और परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हों जिनकी आपेक्षिक बारवार- 
ताएँ ्रश' » (8) और # (8) हों तो इन दोनो घटनाओ के सगम ४एछ की 
आपेक्षिक बारवारता ५ (8)+-० (8) होगी। इस गुण को हम निम्नलिखित सूत्र 
द्वारा सूचित कर सकते हैं : 

यदि ५ 8 85-०0 हो तो, 

श[508)--7(१)+-०(8) 53) 


पड सांस्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


(५) यदि » (8|8) ऊ के घट चुकने पर की अतिवंधी-ओ 
वारवारता को सूचित करता है तो 


#(8 0)-- शा अप (४) 


वारंबाखा ४ बोर 
क्योकि मान छीजिए कि 3 की वारबारता 29, ४09 की वारबाखों 
कुल वबारवारता # है। 


त्तो 2(8)5- का 
१ 
रश््‌क्धा फैन 


तथा ४ (8 छत 





-/ (38 
के ॥/7 
>> ”(08) 
£(8) 
“११ प्रायिकता के गण 
$ ३१११ गु हा 


क्योकि प्रायिकता आपेक्षिक वारबारता का सीमान्‍्त मान है, हि है। 
गुणों और आपेक्षिक बारवारता के ऊपर लिखे गुणो में समानता होनी बबे बिल 
यही नहीं प्रायिकता की एक परिभाषा जो आजकल सबसे अधिक मान्य है 
लिखित है : 5 
प्रायिकता यादृच्छिक-पयोगों (09079 €उफ्ुलयंग्रध्या&) के परिणाई 
संबधित एक माप है जिसके निम्नछिखित गुण हँ-- 
(7). यदि / एक असंभव घटना है तो 7(8)-० 
(2). यदि & एक अनिवायं घटना है तो ?(43)-- 
(7, 2) 2? एक माप है जिसका निम्नतम मान शून्य और महँते 
है अथवा कर । 
०<7०(७)< । 3० न्‍>ले हे 
(3) यदि # और 5 दो परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हों तो | 
ए(809)-7(७)+7(9) 8 


मे मार्ग ह 


प्राथिकता प्प्‌ 


(3') इसी प्रकार यदि ७७, ४५, 23,...- - 2, कुछ ४ परस्पर सपपर्जी 
घटनाएँ हों तो 
ए (03)ल्‍50(8॥08:ए 4७०. « ए8,)55७४(५) - (8) 
बच: कस 


(३3/) यदि 8, , 8५, . इत्यादि अनगिनत अपवर्जी पटनाएँ हो तो इनके 
|ईः '3। 


संगम को (॥/8। से सूचित किया जा सकता है जौर 
स्व 


ए (ए/) स् अ् ए(8,) "(3-9 


(4) यदि 7 (8) घून्य नहो तो 8 के दिये होने पर / की प्रतिवधी प्रायि- 
कता का नीचे लिसे सूत्र द्वारा परिकलन किया जा सकता है 
30 9) 
?(४|8) ( 9) ..(3.70) 
(4) गरृणन का नियमः यदि 0५ 8,,.....-४५ कुछ 
# घदनाए हो तो 
? (8,॥ 8.8, ...8,)--९(५,|3,0 837 ...8,) ?(8,08,.. (8,) 
9(8,8,0 ...0,)--९(४,| 3,080 ...0.00)/(8५0 2, --.0) 
9(8.॥4,7...03,,)--7(83| 3,02,0 ..),) ? (8,0/,0 ...08,) 
2(8५.3 8»)52(8,..|8«)7(2,) 
98,043» ...4,)-57?(3,.)7(8,...|3,,)7(8,..2,...6.,) 
«० ए०(3,| 3.08 ......8.,,) (3.7) 
(5) यदि 8 और 5 दो स्व॒तत्र घटनाएँ हो तो परिभाषा के अनुसार 
ए(७/03)-7(8) 
परतु चौथे गुण के अनुसार 
9(8|8)-< 





29(809) 
एक) 
इसलिए 0(8॥79) --?(8)7(8) ४४००४४:४(३०४2) 





१६ पांत्यिक्रो सिदान्त और उपयोग 


(5) इसी कार कहि 4, 49,..........३, ँरह्पर स्वततर घटनाएँ हो के 
रे ज “26,027 8३. 28.) #........6॥! 

22 ऐैस अपर दी हुई है... बेअपिकपरिकितहोते 
की कुछ प्रहेलिकायर: को हछ करे। 


न अहेलिराएं 
का छाम यदि आप पोज 
कैवस अनुमान के आधार पर करते हैं को दया प्राधिकता है कि बाफ़े 


वस्तुओं कमचयों ४ कै 

५ के कुछ कमचयों ((2०७७४०४७४७) क 

पैंस्थाको > ! > वचित रेत आय का. विधि वेहो सकता 
४ अनुसार निम्नलिसित 


विभिन्न _ुकूछ घटनाओं प्याज की सस्या 
हि की 75 ह है 
_« ऐये कमचयो की सख्या जिनके चुनावः १र आपको छात्र हों 
हे ऊँछ कमचयो) ५५००० ७ 
लक 


(0 4४8८5 (2) ४4०७ ८4% 2490 
९) 4४८2 (8) ४4७८ या नाक का न्कक 


5) 42 (9) 23८04 27) 70946 
(4) 4008 (20) 32047) 2४ पा हा 2964 
(5) 40582 (2०) 3042 (2) 05 (23) 20575 
(०9 40८8 (2) 3004 8) ७) (24) 7684 


शाह कई का उस में सतत स्थुओ के कुछ फैसचयो की उस्या को 7! |. 
4 उसी प्रकार हेस चार ें के. उमचय्ों की संख्या को 4/ 
” इचित करते है, हम देख हो चुके 98 


आपिकता प्छ 


4 नच्ट4 
म्4२८३ २८2» 7 
इसी प्रकार यदि # विभिन्न वस्तुओं के ऋ्रमचयों की सख्या को # ! से सूचित 
किया जाय तो यह्‌ सिद्ध किया जा सकता है कि 
हा ब्ू> (४-7) » (॥-2)% ... >%३3>८296 7... ««* (3.74) 
इस प्रकार ऊपर के उदाहरण में 
[4 
72८62 5249९3 227 
>> आग, 
.. 5०4० 
इसके अर्य यह हुए कि यदि इस प्रकार की घुडदौडों में आप बारबार क्रम के 
सवध में भविष्यवाणी करे तो औसतन 5,०३० भविष्यवाणियों में से एक ठीक होगी। 
यह वात आपने नोट की होगी कि इस भविष्यवाणी के प्रयोग मे प्रत्येक क्रमचय एक सभव 
प्राथमिक घटना है। ये सब प्राथमिक घटनाएँ परस्पर अपवर्जी है और हमने यह 
मान लिया है कि इन सब क्रमचयों की चुने जाने की प्रायिकता समान है। यह कल्पना 
इस स्थान पर उचित ही प्रतीत होती है। 

(२) एक कारखाने में विजली के बल्व वनते है जिनमे औसतन सौ में से पांच 
खराव निकल जाते हैं। यदि दिन भर के उत्पादन में जो लाखों बत्व है उनमें से हम 
यादृच्छिक विधि से 4 वल्व चुन लेते है तो इन चुने हुए बल्वो मे से 3 के खराब होने की 
क्या ध्रायिकता है? 

हम किसी ऐसे ऋ्रमचय के चुनने की प्रायिकता का विचार करें जिसमें 3 बल्ब 
खराब हो। यदि हम अच्छे वल्वों को ४ से और वुरे वल्बों को 8 से सूचित करे तो 
एक क्रमचय निम्नलिखित हो सकता है। 

ऐसे ऋषचय को चुनने को आयिकता 
53893 

#+ ? [ पहिले बल्ब का बुरा होना () दूसरे वल्व का बुरा होता ६) तीसरे बल्ब का 

बुरा होना (] चौथे वल्व का अच्छा होना ] 
++(पहिले बल्ब के बुरे होने की प्रायिकता ) »< 
(दूसरे वल्ब के बुरे होने की प्रायिकता ) > 
(तीसरे बल्ब के बुरे होने की प्रायिकता ) 


प्रायिकता-+ 


प्‌ ८ 


ल्पिना के आपार हर किया गया है कि यह 0 रे 
पटनाओं का पुषनफछ $ ३ जितत्र है। यहाँ समीकरण (0) ६ 
उपयोग किया गया है। 


29 
7260०,6056 हर 900 


न्‍ को 
एक प्रकार की कौर (१-०) टूसरे प्रकार 
.) वूचित 
पैख्या को... ऐक दुसरे के भिन्न ही-- रे रे 
$। ऊपर 
पे. से सकेत का जैयोय हम बिछ8- सैध्याय में कर चुके है। ऊप 
उदाहरण <ह रे और ग््ज्क 
*+ कुछ विभिन्न कैमचयों के पैल्या .... (्‌ ) 
च्ञ्ड 
यह सिद्ध किया ज- सकता है | 
) बल रप! «0 
(६) « सत्ज्छ। पा 


प्रापिकता ५९ 
उदाहरण के लिए यदि चार बल्ब्ो में से दो बुरे और दो पच्छे हो तो कुछ क्रमचयों 
को संख्या 


__ 4232८ 2%7 
.. 2>4>%2>व 
ख्ल्6 
ये गिन कर भी देखे जा सकते हूँ 
(0) 8885 (3 छझ888 
(2) &888 (0) 8884 
(9) #58% 


(6) 58855 
ऐसे क्रमचयों को जिनमें एक ही प्रकार की विभिन्न वस्तुओं में भेद नहीं किया 
जाता, सचय ((०#ह/॥4॥०४) कहते हूँ । 
(३) ऊपर के ही उदाहरण में इस घटना की बया प्रायिकता है कि चुने हुए 
चार वल्वो में से कम से कम एक वल्व अच्छा हो ? 
यहाँ दो परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हूँ 
(क) कम से कम एक बल्ब अच्छा हो । 
(ख) चारों बल्थ सराब हों। 
इसके अतिरिकत और कोई घटना सभव नही है। 
अर्थात्‌ इन दोनों में से एक घटना का होना निश्चित है। 
प्रायिकता के दूसरे गुण के कारण 
“« ?[ (कमसे कम एक बल्ब अच्छा हो) ७४ (चारो बल्व खराब हो) ] 
च््चा 
परंतु इस समीकरण में वायी ओर का भाग 
#|ए [कम से कम एक वल्व अच्छा हो) 
-॑-९ [चारों बल्व खराब हो] 
“-९ [कम से कम एक बल्ब अच्छा हो] 
वय--? [चारों बल्ब खराब हों] 
परतु 7 [चारों बल्ब खराब हो] 55? (8 8 8 8) 


८-2 _ 2-2. %<--- १-2... 


00 700 700 300 


३० सांद्यिफी के सिद्धान्त और उपयोग 


(2० हक, 
360,000 


9 [कम से कम एक वल्व अच्छा हो] हलक 


(४) ताश के पत्तों में से दो पत्ते (), और 0, खीचे गये ।.हम 2 ऐ इस 
को सूचित करेंगे कि 0, पान का पत्ता है और 8 से इस घटना को कि (४पान की पी ई 


६ 
स्पष्टतया समीकरण (3.7) के अवुसार एक्ट 


यदि हमें पता हो कि 4 घटित हो चुकी है तो (2, वाकी के 57 पत्तो में से याद 
विधि द्वारा खीचा गया एक पत्ता है। इन पत्तों में केवछ 72 पत्ते पान के हैं। झा 


समीकरण (3.7) के अनुसार श७कन्ट्र 


स॑ घटा 


इस बात की प्रायिकता कि दोनों पत्ते पान के हूँ प्रायिकता के गुणन है 
समीकरण (3.77) के अनुसार ए(७79) -?(8)९(8/) 
आह हि 82] 
55.. 57 
ल्क्क 
$ ३-१२ बेज्‌ का प्रमेय (829०७ ॥शल्णह) 
गुणन नियम के अनुसार 
29(8॥8) +-? (७)०(8/8) 
5९? (8)7(४/8) 
>-2(3/9) -- 2 (8)7(0|8) ००० 
£(8) 
मान छीजिए कि 8५, 8५, 23......./2., कुल # परस्पर अपवर्णी पहला 


हैं जिनका 8 के साथ हो सकना संभव है। 
2 +-(8,08)ए*"ए(७,78)ए0(8,,१09) 


-ए(0-ए [0७७७ ] 


प्रापिकता ६१ 


जज ए(8,079) 
श्ज्न्यो 


यदि ए(॥,)--७ तथा 2(8| 8,)--०, 
ईक्‍्ल 53: «एं 
तो 


ए(५, (0)- 2) »"(3/4,) 

्शूण्क 79 | 
ए(3.)7(8/3.) _ ?(७.)(8/8,) 
व) ञए 8/8,) 
»7, 


यह सूत्र बेज का प्रमेय कहछाता है। 
इस प्रमेय का प्रयोग बहुधा निम्नलिस्तित अवस्था में होता है। किसी 
एक यादृच्छिक प्रयोग में हम घटना ह के होने अथवा न होने का निरीक्षण करते है । 
हमें यह पता है कि ॥,,७,-०--५२)७ कुंठ ॥ परस्पर अपवर्जी कारण है जिनके फलस्वरूप 
घटना छ हो सकती है। मान छीजिए कि प्रयोग के पहिले ही हमें यह मालूम हो जाता है 
कि कारण 8, के प्रभावकारी होने की प्रायिकता क्या है। इसको 2 की पूव॑ त. गृहीत 
प्रायिकता (३-एग०४ 970029॥09) कहते हैं । मान छीजिए कि यह पूर्वत गृहीत 
प्रायिकता ? ( 8, )--६७ है। परतु 8, के प्रभावकारी होने पर भी यह आवश्यक 
नही है कि घटना 8 घटे ही । मान छीजिए कि 9 की प्रतिवधी प्रायिकता 9 (8/2, ) 
++ऐ, है, जब प्रत्तिवध यह हो कि 8, कार्य कर रहा है। 
वेज के प्रमेय के आधार पर हम 8, की प्रायिकता 7(8,/ 8) का परिकलन कर 
सकते हूँ। यानी 8 के प्रेक्षण के पश्चात्‌ हम 8, के प्रभावकारी होने की प्रायिकता 
माजूम कर सकते हूँ । इसे 3, की परत.लब्ब॒प्रायिकत्ता (३-90#४67०४ [705 
#४०॥४9) कहते है। 
साशझ्यिकी में इस प्रमेय के उपयोग में सबसे वड़ी बाधा यह है कि अधिकतर पूर्वतः 
गृहीत प्रायिकता अज्ञात होती है। नीचे हम एक छोटा सा उदाहरण देते हैँ जहाँ इस 
प्रमेय का यू वितियुवत प्रयोग हो सकता है। 


"ने 


श्र सांड्यिफी फे सिद्धान्त और उपयोग 


उदाहरण--पाँच वर्तन है जिनमें से हर एक में चार-चार गोलियां हैं। ईत दांव 
को पृथक्‌ पृथक्‌ पहिचानते के लिए हम इनका नामकरण संस्कार करके इ़ें है) मै; 
५ ह५ तया ह५ पहेंगे। इनमें दो रंग की गोलियाँ है--वीली और ठाठ। हि 
बर्तन में कितनी गोलियाँ छाल और कितनी नीली है यह नीचे दिया हुआ हैं। 


वचन चारों नीली गोलियाँ 
सीक्णा तीन गोलियाँ नीली और एक लाल । 
03- दो गोलियाँ मीली और दो छाल । 
8.-.. एक गोली नीली और तीन लाल। 


28-- चारों लाल गोछियाँ । रे 
प्रयोग के पहिले भाग में एक वर्तन यादृच्छिक विधि से चुना जाता है। फिरईू 
हुए वर्तन में से दो गोलियाँ यादृच्छिक विधि से चुनी जाती है हर एक गोली को ई हे 
के बाद उसको वापस बर्तन में रख दिया जाता है। यदि दोनों चुनी हुई गोलियाँ 
हे कर चुनाव में भी पांचों बतेनों में से छाल गोली के चुने जाते की कया 
होगी ? 
यदि हम दोनों गोलियो के छाल होने की घटना को 3 से सूचित करें तो 


"७ - (2750 49+607% 











जब -30 
36% 5 
बन न्ट- 
है 
28( द्वारा हम उस घटना को सूचित करते है जिसमें तीनों चुनी हुई मोर्लियों 
का रग लाल हो। |] 
पा ड़ ट 
२(४७0८) _() + ५07५६) ४७) ४- +(+)+(+) +(६) +() 
5 
3700 


.. 64 %5 
स्तन "2 
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प्रापिकता ६३ 


९(७॥0) 
ए) 
>> 56 
3/8 
उ्२5/6 
ऊपर के उदाहरण में यदि कुल ४+ 7 बर्तन हो जिनमें से प्रत्येक मे गोलियो की सस्या 
# और छाल गोलियों की सख्या क्रमश. 0, , 2, 3, *''*,# हो और यदि प्रथम # चुनावों 
में छाल गोलियाँ चुनी गयी हो! तो ( ॥+ 7 ) ये चुनाव पर भी छाल गोली के चुने जाने 
की प्रायिकता 


> ९(0(9)- 


०-० ७५ (--)"” 


म्न्ज 








कु)" 


00७४० 
नर 
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जहाँ - के सकेत के अर्थ है लगभग बराबर होता । 

इस सूत्र के प्रयोग के समय हमें यह बात ध्यान में रखनी चाहिए कि हमे यहू ज्ञात 
हैकि हर एक वर्तन के चुने जाने फी प्रायिकता बरावर है ! कुछ लोग इस सूत्र का प्रयोग 
उस अवस्था में भी करते है जब उन्हें इन प्रायिकताओ के बारे मे कोई ज्ञान नही होता । 
ऐसी अज्ञान की अवस्था में वे विभिन्न सचयो की प्रायिकता को समान मान छेते है । 
परतु यह उपयोग उचित नही है। 

लाप्लास ने इसका प्रयोग सूर्य के उदय होने की प्रायिकता के परिकलछून के लिए 
किया था । यदि प्राचीन रिकार्डो के आधार पर हम यह जानते हूँ कि सूर्य पिछछे पॉच 
सहस्न वर्षों में रोज उदय होता रहा है तो 

प्रस्ता,826,273 दिन 

3,826,274 


“* सूर्य के कुल उदय होने की प्रायिकता -><+८__ 
2,826, 225 


द्द्ड सांहिपकफी फे सिद्धान्त और उपयोग 


अब यह तय करना आप ही के ऊपर छोड़ा जाता है कि इस प्रकार प्रायिकता की 
परिकिणन किस हद तक उचित है। सूत्र (3*78) को शिन जभिवारणानों के 
पर निकाला गया था यया वे इस उदाहरण के लिए सत्य है ? कुल 5, 820 24 
में से जिन दिनो में मूवोदय हुआ हो उनकी संख्या के लिए मान 0, 7, > “४ रह 
274 धारण करने को क्या कोई पूर्वतः गृद्दीत प्रायिकताएँ हैं ? यदि नही वो इस 
नुसार इन प्राधिकताओं को समान समझ लेना कहाँ तक ठीक है ? 


अध्याय ४ 


प्राधिकता वंटन ओर यादृच्छिक चर 
(2:00907007 एचत्तछप्रपणा गाव एरेघातगा ५775०) 
$ ४१ यादृच्छिक चर 

यारब्छिक प्रयोग या होते हू, यह जाप जानते ही हू । अधिकतर इन प्रयोगो के 
फलों को संख्या के रूप में रखा जा सकता है। जहां भी प्रयोग किसी चर के गिनने 
जयबा नापने से सवधित दूं यहू फल स्पप्टतया समस्या के रूप में रुसे जा सकते है । कई 
और अवस्थाओं में भी हम सख्यालो से फठो को सूचित कर सकते हैं । उदाहरण के लिए 
एक नवजात शिशु के लिए हम एक सफेत बना सकते है जिसमें छडके फो ॥ और 
लड़की को ० से सूचित किया जाता हो । इसी प्रकार के नियम भौर जपिक जदिल परि- 
स्थितियों में भी अपनाये जा सकते हूँ । 

इस अध्याय में जोर उसके पश्चात्‌ भी हम अधिकतर उन्ही प्रयोगो के सबंध में 
चर्चा करेंगे जिनमें फल फो सख्या का रूप दिया जा सकता हो। वह चर जो प्रयोग के 
फल को सूचित करता है यादुच्छिक चर (एशातंग्य श्थां४)०) कहलाता है। 
यदि इस चरको 2( द्वारा मूचित फिया जाय तो प्रयोग के भिन्न-भिन्न फलो के अनुसार >< 
भिन्न-भिन्न मान धारण करता है। क्योकि एक यादृच्छिक प्रयोग में विभिन्न फलो की 
निश्चित प्रायिकता होती है, इस यादृच्छिक चर >€ की विभिन्न सानो को धारण करने 
को प्रायिकता भी निश्चित हो जाती है । 

9(&--४) से हम उस घटना की प्रायिकता को सूचित करेंगे जब >ए का मात & 
हो। इसी प्रकार ? (4< 7९ « 9) द्वारा हम उस घटना की प्राथिकता को सूचित 
करेंगे जब कि उट का मान ७ से अधिक और 9 से कम अथवा उसके वराबर हो । यदि 
हमें हर एक मान-युग्म ० और 9 के लिए ? (+< > <€ 9) ज्ञात हो तो हम कहते हैं 
कि हमे २ का प्रायिकता बटन (97097 5 प्पेण) माछूम.है। हि 

« उदाहरण के लिए पासे को फेकने के यादुच्छिक प्रयोग को ही छीजिए ! इसमे 
हम पाँसे के ऊपर के मुख पर विदुओ की सख्या को ऊँ से सूचित करेंगे। यह > एक 

2 


६६ साफ्यिडी के प्िद्धान्‍्त और उपपोग 


मादुब्छिक घर है जिसका मान 3, 2, 3, 4, 5 और 6 हो सरता है। इत व मरी 
प्रायिकता बराबर है । 
7 (वोन्नए (१०) > ० (४०) > ० (एज्बीन्च? (504 
सब कोई भी दो सस्याएँ ४ और 6 को छेफर हम ?[7<7</] 
का परिकलन सरलता से कर सकते हूँ । 
उदाहरणार्थ मान छोजिए ८52, £-54/5।॥ 
ख्‌८< 2 <॥] ज्शूजद २ < 4-5] 
सजा ("-३) ०(४--4)] 
न्त0(८3)+-7(25>+) 
१ 
प्र 


क्ष्ल्य 


| 


०८ 


|] 
पड ॥ जज] 


$ '४"२ असतत बंटन (9%ाल० तंकप्सपपंणा) कं 
है] जिसमें च् ३ ८, 
ऐसे वंटन को जिसमें यादृच्छिक चर मानों की केवठ एक परिमिंत ( 
संख्या धारण कर सकता है असतत यंटन कहते है । पादूर्कि 
इस प्रकार का चर एक असतत चर कहलाता है। ऊपर के उदाहर्य या 
चर २६ का वंदन असतत है। 


$ ४२"१ यादृच्छिक चर के फलन का वंदन सह 

यदि 5६ एक यादुच्छिक चर हो तो 77 का ऐसा फलन £ (75) भी जोर वर है! 
एक मान के लिए एक ही निश्चित मान घारण करता हो, एक यादूच्छिक हि 
ऊपर के उदाहरण के लिए #+ एक यादृच्छिक चर है जिसका प्राविकता वर्दी 
लिखित होगा 


) 


#_ [अेश-ना] <+ [रजत च्क्ज्ड्ँ 
क [फ्य] <+ ? [2 2-- 4] 5०7 (2*--9] हि (फ्स्लाठी न्‍्+ 2 ज्ह्ल्सी 
सजग अिसत30 
क्योकि #* एक चर है जिसके साथ एक प्रायिकता वटव सवर्धित है, ई के 
यह भी एक यावृच्छिक चर है। £->(2(*- 377) भी एक यादृच्छिक घर 
आयिकता विवरण निम्नलिखित विधि से मालूम किया जा सकता है। 





प्रायिकता वंटन और यादृच्छिक चर ६७ 


यदि --] तो ६--77-3 »* 75-०2 
यदि [&--2] तो ६४-3३ ८255-2७ 
यदि [ऑ-3] तो ६5३२-३ >%३च० ० 
यदि [&--4] तो ६547-३२ 4चन 4 
यदि [#--5] तो #--55२-३ % $ल्‍5 70 
यदि [&#--6] तो ६-२6१-३ »6- 78 
४५3 [६६- 2] | 2 [ (४-57) ए (४-०) ] ८5 
ओर 7[६--०]-- 2? [६-२4] +२ 7? [#5-0] ++ 2? [#ल्‍-7 #] 5 है 
इस प्रकार 7९ के किसी भी फलन का प्रायिकता-बटन मालूम किया जा सकता हे। 
यदि ४४ (4, 8) द्वारा हम ऊँ के उन सब मानों के कुलक (४०४) को सूचित फरें 
जिनके लिए 4<8(>) <€ 8 
तो ? [०<८४(>) € ॥--० [5 6 ९? (५ /)] न 4ा) 
जहाँ 5 6 ४7१ (४, 8) का अर है ऊँ का &? (०, 8) में से कोई एक मान घारण 
करना। यदि हमें 5६ का प्रायिकता-वटन ज्ञात है तो हम ऊपर के समीकरण में दाहिनी 
ओर के भाग का परिकलन कर सकते है । ऊपर के उदाहरण में 
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ड्८ सांहियकी के सिद्धान्त और उपयोग 


शू०्दऋ: <3] + शू०्डड<-+-४३+श- ४5६ २<थ 
व्शूहन्गेणएन्त्यो 
स्त्(फ-्ना)--2(ऑज्) 
थम 
जिस प्रकार बारबारतों बटन को चित्र द्वारा समझा जा सकता ड् सी 49 
भ्रायिकता-वटल का नी चित्रण हो सकता है। दि 
8 ४.२.२ ट्वि-विमितीय यादृच्छिक चर ( वृक-बीलधाएंशा। 
एवावर ) ड पं 
मान छीजिए कि एक पांसा ऐसा बनाया गया है जिसके हर एक मुख पर दोक्ला 
लिखी हुई है। प्रयोग है पाँसे को फेंककर ऊपर के मुख की सख्याओं को वोट कर! 


हु ४ हा 


चित्र १४--एक पाँसे के छः मुख 

यह संख्याओं का युग्म एक यादुच्छिक चर है क्योकि इसके सिन्न-मिन्न सा दा 
प्रायिकता संबधित है। इस प्रकार के चर को--जिसमें दो सस्याएँ /४४ रा 
में दी हुई द्वॉ--दि-विभितीय चर कहते हूँ । जिस प्रकार अब तक हम बार्दू्ि रू 
को 26 से सूचित करते आये है. उसी प्रकार एकद्विविमितीय चर को (है २) 7 है 
किया जा सकता है। (2९, ४) के भ्रापिकता वंटन की हम प्रायिकता 4 
(27००४५॥४५ ४25) को तरह कल्पना कर सकते हूँ जो एक ट्वि-विमितीरस बरी 
पर वितरित है। इसलिए इस प्रकार के बंटन को चित्र द्वारा सूचित कि मी 3 


शी 


ते कया 


प्रायिकता बंटन और यादृच्छिक चर ६९ 


है। ऊपर के उदाहरण में जो (>, ४) का वटन है उसे चित्र में नीचे दी हुई विधि से 
रखा जा सकता है। 





चित्र १५--चित्र १४ में दिये हुए पास को फेंकने से प्राप्त ड्विविमितीय चर का वंटन 


इस यादृच्छिक चर-युग्म के छिए 
2 [(ह, ४)७-(-३ ओन्‍र जे 
2 [(>, ४)-(, -3)]ल्‍₹ ह 
- 3 [0, ९)७(५ ग्णैत हे. 
? [(&, ४)--(, --6)]-5३ . 


७० सांह्यिकी के सिद्धाग्त और उपयोग 


$ ४२३ द्वि-विमितीय चर के फलन का वंदन उपेकितीरी 
हम देख चुके है कि यदि हमें >६ का प्रायिकता वंदन ज्ञात हो तो कि ह्( 

फलन € (>) का प्रायिकता वंटन मालूम कर सकते हैं। इसी अदरक गा 

का बंटन ज्ञात हो तो इनके एक-मितोय तया द्वि-मितीय फलवों के ॥ग 

प्राप्त किये जा सकते है) ह | 
उदाहरण--यदि (#, ४) का बंदन ऊपर लिखित है तो 2 ल॥5 

क्या होगी ? 

यदि (>>, ४)७(- ऊग)े तो (<(+ शीक्-ः 

यदि (<, ४)--(,--३) तो (>+४)-३--० 

यदि (|, ४)-(५, 7०). तो (&+श)ीस्चा4 

यदि (ह#, ४)--०(3, --6) तो (5+-५)-०5 ;$ 

“शूहज+ ४) < 7०-7५ (---२) एएऑक आह 7॥ 

>->-- 2] बी 
स्शए+ए०- मेक शशिता7- अं 2,0० 


ल्क्क्वेन॑ड्वैन हे 


रा ५ ए) मेवे 
इसी प्रकार किन्ही भी दो मातों 4 और 8 के बीच में (+ 5 #क 
की प्रायिकता का परिकछन भी किया जा सकता है। (>+-2) एक विभित् ' 
जिसके प्रायिकता-वंटन को निम्नलिखित रीति से चित्रित किया जा सर्केती 


६6 
५ | 
* 


६7] 


० ॥ ५ 


ज्2 0 ५ बे 6& 8 30 _ 7 
(ढ+9] ++++ 

लिप १६--घित्र १४ में दिये हुए पति करे फेंकने से आप्त ऊपर के हल 

फी संब्याओं के योग (२-४) छा प्रायिकता-बंटन 


प्रापिकता बटन और यादृच्छिक चर ७१ 


8 ४२०४ एक-पाइ्वीय वंदन (दिहुफत 7086॥9%) 

(>, ९) का वंटन ज्ञात होने पर हम > और ए के वंठनों को अलग-अलग भी 
मालूम कर सकते है । इन वंटनो को एक-पाररवीय वंटन कहते है। ऊपर के चित्र, सख्या 
75 में (2, ४) का वंटन दिखाया गया है। उसमे प्रायिकता द्वव्य-मान विदुओ का 
क्रमशः 2 और ९ निर्देशाक्षों पर प्रक्षेप (970[८८०४०४) करने पर ये एक-पार्शीय 
बंठन प्राप्त हो सकते है। 


| 

|| 
५ 

# || | | 


>+6 “4५ ४2 9 ] हर] 6 8 40 


चित्र १७--चित्र १५ में दिय हुए प्रायिकता-बंटन का निर्देशाक्षों पर विज्लेप--- 

हे और श का एक पाइर्बीय बंटन 4 

यदि (>, ४) का वंटन ज्ञात हो तो हम >£ और एके वटन मालूम कर सकते 
है, परंतु यदि >( और ४ के वटन मालूम हों तो (४, ४) का बटन मालूम कर लेना 
सभव- नही है। इसका कारण ग्रह है कि (>, ४) के अनगिनत वटन ऐसे मालूम 
किये जा सकते है जिनके एक-पार्वीय वटन समान हो। उदाहरण के लिए (>, ४) 
के निम्नलिखित वटनों का विचार कीजिए 
(0) ₹_[(5, हज गो] 





2[(2, ४)--(2, 7]--|# 

0 2050, .चत्दई 

(>, ४)--(७ 2|57# 

०) (5, --(, 7|-३ 
(7, ४) |! मि 

(2,,४) | 

2[(5, ४)--(०, 25०६ 


ज्र मं दितणं के धिद्दासा मौर पररेत 


देने दावा टििमिरि दे 4 वा के ८डुजयासबयि विित समात ही वेबगाहल 


है हदत कई ॥ ०3 ६. #(ह चयन 
है फडित कक 3 ; /(४-२- >., 

देगते घह शिंद हो यदा हि है जौद ४ रोता हे दहन बात दीन ४ हु 
बदन ( ]छमा सीछमकमधरव) माएमे इईना हद गम नहीं है। लोग 
और ४ के तक-पाफय इटन मा इस दोठ मे (%+% ४) का उदने माूतरा 
हमेशा सभद नही द्वावा । 





$ ४ ३ सतत बटन ( टफाद्रात दीसयाएयां। ४) के 

दम मद पहुऊे दी बहू भुडे हैं कि कियी मादुच्यिक पर क धरधियानंटी है 
दोने का अप है शरपेक सान-युस्म ४ और है के बच में इंग बरएई प्राव ह 
की बधिएया का क्षा। द्ीगा। मास छोजिए कि हमें कियी यावृष्णिक पर 
मालूम है। यदि ६ 3 और 37 कोई तीन गहयाएँ दे तो हमें / [४८< है दशा ह 
पर्चाए्‌ ४ के अतराल [+--३, &|-3]] में पायें जानें की प्राविका शव 
चाहिए। 

इस अतराछ की खाई ( 34-87) है औौर इस थवराल में प्रापिकता रु 
< -४ ६६ ४--37] वितरित है। इसलिए भोगतन अंतराल की एक इकाई 
प्राधिकता:टिंटपर< ६८:४४] क।. जिस दृष्टिफोध से प्राविती 


3+-% हर 
द्ब्य-मान के रूप में कल्पना फी जा सऊती, उसी दृष्टिफोण से ऊपर दी हुई 


प्राबिकता प्रति इकाई अन्तराल में प्रायिकता-पनत्य ( 97०07४॥४ 45४: | 
समझा जा सकता है। & और 3? के विभिन्न मानों के लिए हमें विभिर्न न है। 
दोगे और इनमें से अत्येक अंतराल के लिए प्रामिकता-पनत्व माकूम किया थीं ५008 
यदि & और 8 के मानो को क्रमच: छोटे करते चछे जायें, जिससे कि वें दोवो $ 
की ओर प्रवृत्त होते जायें, तो यह समव है कि तंत्सबंची अतरालों में श्वेत 
किमी विश्येप सस्या को ओर प्रवत्त होता जाय। यदि ऐसा हो तो इस विश 
हम यादुच्छिक चर > का विदु & पर प्रायिकता-घनत्व ( ए7णगेंएए0 १ बिदुओं 
०६४6;थार्तणा रग्पंबतल ज 4६ 9०॥६ ४) कहते हैँं। इसी प्रकार कं 
पर कंद्रित अत्तरालो में प्रायिकता-घनत्व की सीमाएँ भी प्राप्त की जा सकती हैं। 








प्राधिकता वंदव और य्रादृच्छिक चर ७३ 


आपका ध्यान कदाचित्‌ अपने पूर्य-परिचित चरो की ओर जायगा और आप 
यह जानना चाहेंगे कि इनके लिए विभिन्न विदुजों पर प्रायिवता-धनत्व कितना है। 
वास्तव में अभी तक हमने जिन चरो से परिचय प्राप्त किया है वे गिनती में केवल थोडे 
से ही मानो को घारण कर सकते हैं। अर्थात्‌ दूसरे मानो के धारण करने को प्राविकता 
इन चरों के लिए शून्य होती है। 

मान लीजिए, हम एक ऐसा चर छेते हँ जिसके लछिए 
2 (४--7)-0(2/--०7०(४-३)न६०(४६-५) ६३ 

मान लोणिए & को 7.3, » को 02 तथा 8" को 0.3 छें। तो इस अतराल 








में प्रायिकता-घनत्व न्‍ूे “7 777८7 


शूग्य<#< 3.6] 
0.5 

परन्तु ? [.<2<7.6]--० क्योकि 7.7 और 7.6 के वीच का कोई मान > 
प्रहण नही कर सकता, इसलिए यह घनत्व शून्य हुआ। अब यदि & को 7.3 ही रखा 
जाय तथा ७ और ७* को क्रमशः घटाते जायें तो आप देखेंगे कि इस प्रकार से प्राप्त 
प्रत्येक अतराल में प्रायिकता-घनत्व घून्य होगा । इसलिए विंदु &-+.3 पर # का 
प्रायिकता-घनत्व धून्य है। इसी प्रकार 3, 2, 3 और 4 को छोडकर किसी भी बिद्ु 
पर प्रायिकता-घनत्व शून्य होगा, यह सिद्ध किया जा सकता है। 

आइए, अब हम यह देखे कि इन चार विंदुओ पर प्रायिकता-घनत्व क्या है। मान 
लीजिए कि-- ह 


होगा। 





कततव.0, 3550.5, 3'-5०0.5 । (४-०, &+8) में 
22[0.5<2<€ 3.5] 


प्रायिकता-धनत्व ८ 
3.0 
ज_ (>>्ना) 
3.0 
रा #॥ 





यदि & ल्‍+ 7.0, ७ -८०.२ 935८०.> तो (४-०, ४-8) में 


2[०.8<&€<€ .2 ] 
०4 


प्रायिकताधनत्व २ 


७४ सांदियकी फे पिद्धान्त और उपयोग 


यदि ४ ज॑८ 3.0, ठैल्‍5०.0, 3/न#0.0 त्ता 


मह प्राधिकता-पनत न्‍| “22... 2. 
0.०5 0.03 शी 
दस प्रकार हम देशते हैं कि ज्यों-ज्मों 3 और »' पटते जाते है ल्ोन्यों हा हा 

पात में अश (प्रण्गशाटप४007) तो यही रहता है, परतु हर ( खेवागष 
घटता चला जाता है। इस प्रकार 8 जौर 37 को काफी छोटे मान देकर इस *५ के 
को हम किसी भी दिये हुए माल से अधिक बड़ा कर सकते है। इस गवार 
पर प्रापिकता घनत्व अनत है। इसी प्रकार विदु #न्‍्नय उतत3 नौरकन् 4 
प्रायिकता घनत्व अनत सिद्ध किया जा सकता है। यह तो हमने एक उदाह पट 
था, परतु इसी प्रकार किसी भी असतत चर के लिए यह सिर््ध किया जा बकता है 
बह जिन मानों को किसी भो घनात्मक प्रायिकता से धारण कर पका व 
उसका प्रायिकता-घनत्य अनत और अन्य सब विदुओं पर उसकी आरविकतालतो 
छूल्य होता है । इस प्रकार इन यादृच्छिक चरों के लिए विभिन्न विंदुों पर कर 
घनत्व जानने से हमें केवछ यह मालूम हो सकता है कि किन बिंदुओं वर 
शूम्य नहीं है । ध 3 | मद 
हे परतु हम दूसरे अध्याय में सतत चरों से परिचय प्राप्त कर ही हें है 2 
केसी यादृच्छिक प्रयोग द्वारा हमें इस प्रकार का चर प्राप्त हो वो यहें एक कर हर 
ज्छिक चर होगा । इस प्रकार के चर अपने परास में स्थित किसी भी दो 0 हा 
बीच के सभी मानों को घारण कर सकते है। इस प्रकार के चर के सिंड रा डी 
इसके परास में कोई अंतराल छें तो स्पष्ट है कि इस पूरे अंतर में चर के ही ;' 
प्रायिकता उस अंतराल के किसी भी छोटे भाग में होने की आमिकता से अधिकेडीग 
इस प्रकार किसी विदु पर केंद्रित अतराल में प्रायिकता का परिकर्तन करते का बे 
केवल अंतराल की लबाई शून्य की ओर प्रवृत्त होती है वरन्‌ इस अनुपात नही 
(अण्ाणथध०५०ए) अर्थात्‌ अतराल में स्थित प्रायिकता भी शून्य की और मे है 
है। इस प्रकार यह सभव है किः प्रायिकता-पनत्व घूल्य और अनस्व कै बीच ह! 
परिभित मान हो । इस प्रकार का वटन जिसमें प्रत्येक विद पर आविकवा्र 
अनत से भिन्न कोई परिमित संख्या होती है एक सतत-वटन कहलाता है । 


प्रायिकता बंदन भोर यादृच्छिफ चर प्‌ 


यदि यादृच्छिक चर > का वटन सतत हो तो बिंदु & पर इसके प्रायिक्ता-घनत्व 
को /(४) से सूचित करते है । 





ः 
- 8-,७ टी#-०< | €४+»] हर 
ः्श्गे ३ 2 हक 5. (-» 


सतत्त वटन को हम वारवारता फलन >र्त () के ग्राफ या ठेसा-चित्र से 
चित्रित कर सकते हूँ । 


के 


हि (2203... 
न्‍ठ 3 पा ० ४ 29 3 
#--> 
चित्र १८--एक सतत वंदन फा आवृत्ति फलन-- 
॥ न्चृो 
ड्च्ड है | न्‍ने ्क्च्ु ९ 
255 (२) पक 


इस वक्त और «-- निर्देशाक्ष के वीच का क्षेत्रफल ; होता है। यदि घनत्व- 
फुलन/ (७0) है तो यादुच्छिक चर > के अंतराल [4, £] में पाये जाने को प्रायिकता 


६ 
को ( (४) 4 से सूचित किया जाता है। ऊपर के दिये हुए चित्र में के 


किसी मान & के लिए वक्र पर $ का मान (४) है। यदि दो बिंदुओं (6,० और 
(0.०) से दो ऊर्व रेखाएँ खोची जायें तो -निर्देशाक्ष, वारबारता-वक्र और इन 
दो रेखाओ के वीच का क्षेत्रफल--जिसको चित्र में टेढ़ी रेखाओ से ढाँका हुआ है-- 


है 
4 (0 ४ ही होगा। इस प्रकार हमें इस चित्र द्वारा वटन का बहुत कुछ आभास 


हो जाता है। इसका स्वरूप वही है जो समष्टि के लिए वारंबारता-चित्र का होता है। 


७६ सांडियिकी के सिद्धान्त और उपयोग 
नीचे सतत-वंटनों के कुछ उदाहरण दिये हुए हैँ । 


$ ४"३*१ आयताकार बंटन (उ२८८/67ु.ग 4877०) 


005०० , यदि. #॥<4८, 

0 2: यदि. 4<€४& 

0 यदि #7> 
क;प्0ए४ंणण) कहीं 


इस वितरण को आयताकार-वंटन (व्न्माहएँग 
है । इसका कारण यह है कि किन्‍्हीं भी दो मानों के बीच 
प्रायिकता को एक आयत द्वारा चित्रित किया जा सकता है। 


में 5 के पाये जाने 


25 #८४572.० 
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० 7 करन अल 0 20775 
, चित्र १९:-आयताकार बंटन में 2 [८ < > €/] 


8 ४३२ प्रसामान्य वंटन (7रमकब॑ ब5॥/9॥/0) 


ये आ 
(थे क्‍+ /ड्च्ः फ्0 +$ ५) 
जहाँ ः£ एक वृत्त की परिधि (लोट्याग्रव्िध्य०6) और ब्यावर 


का अनुपात है तथा ८ एक सख्या “है जिसका मान निम्नलिपि 
(7रधिपं्ट 5८घं०5) से प्राप्त होतां है । 


दे ॒ (६ 
श्व्य्व्या -- जन + पर 
ग| 8 


है बस 
चूत इज अत 
्‌ + क्या है 





प्राथिकता यंटन और यादृच्छिफ चर ७ 


इस वंटन का प्रायिकता-पनत्व पहिले ही चित्र सख्या १८ में चित्रित किया जा 
चुका है। 

यह स्पष्ट है कि किसी सतत वटन में चर के किसी भी मान ८ के लिए 7? [ >(-- ४] 
5-0 यह इस कारण कि यह प्रायिकता ऊपर दिये हुए नियम के अनुसार दो ऊर्ध्व 
रेखाओ के वीच का क्षेत्रफल होना चाहिए, परतु जब इंन दों रेखाओं के वीच का 
अतर शून्य हो गया तो स्पष्ट है कि यह क्षेत्रफल भी शून्य होगा । 


अन्य शब्दों में |/() (ध्टिल्क0/7...../ - वजह (3.4) 


$ ४४ संचयी-प्रायिकता-फलन ( ८॥कआविए८ बैंडाश॥ंगा / बींडका।॥/0 
उगदांगा) +-+ 

दूसरे अध्याय में सचयो वारबारता का वर्णन किया जा चुका है। यदि सचयी 
वारबारता को कुल बारवारता से विभाजित किया जाय तो हमें सचयी आपेक्षिक 
बारबारता प्राप्त होगी । जिस प्रकार प्रायिकता आपेक्षिक बारबारता का एक आदर्श 
स्वरूप है उसी प्रकार सचयी आपेक्षिक वारबारता का आदर्श रूप सचयी-प्रायिकता 
फलन ( 05070एपणा प्िश८५४०० ) है। इसको 7? (0) द्वारा सूचित किया 
जाता है। 


स(छ कै श[<<« «] (4-5) 
परतु यदि सतत चर हो तो 


2[_ <€ ४] ++ ॥+ (७) 45४ 


न फे(छो ब८ ॥७ वर (4.0) 


$ ४”४“१ संचयी प्रायिकता फलन के गुण 

क्योकि प्रायिकता वक्र और :-निर्देशाक्ष के बीच का कुछ क्षेत्रफल ; होता है, 
इस कारण 77(:८) जो इस क्षेत्रफल का वह भाग है जो ऊर्ध्व रेखा >-5४ के वायीं ओर 
पड़ता है ; से अधिक नही हो सकता। वैसे भी क्यो कि यह >£ के मान & से कम अथवा 
उसके बराबर होने तक की प्रायिकता है, इसलिए प्रायिकता की भांति इसका मान ० 
और ; के बीच की कोई संख्या ही हो सकता है। . हद 


ज्ट 


सांह्यिको के सिद्धान्त भौर उपयोग 

. ए, अब हम दैसें कि यदि [6 हि वेंटन ४ और 8 के बीच बायवाग्रर हो ते 
पका सचयो प्रायिकत्ता क्या होगा । 

2695० यदि +&<० 

3 (5)... प्र यदि. 232८5 
हर यदि +>8 हि 

वैसेरे अध्याय मे हेमने समष्टि लिए संचयी वारवारता पित्र बारे 
ला नी: टन ३.» 7 को भी चित्र द्ारा निरूपित किया जा तक़ता है। 

पैटन के लिए जो साप्त होगा वह नीचे दिया जा छ 

ला 7 





मऊ 


भैया होगा कि इस चित्र में ५ के 
रहता है, पर 


कीः 
लिए ही. नही बल्कि 


न छोय 


7र बेंटन का संचितत आयिक्ताफ़लन 


बढ़ने के साय (2४ 


+रतु कह के बढ़ने पर (४) पा 
करने की विधि हे है। यह स्पष्ट हो वारण 
रैक सभी वंटनों के लिए तप है। 
3 हे मानहै जिनमे 


/» । 
है; यावी+४ < 


प्रायिकता बंटन और यादृच्छिक चर छ९ 


कन्‍पी (जे <€ 5 )+7 [आ<ज< ०७] 
सत्से )+र थ<ज < खत] 
परंतु क्योंकि ? [५,<८ >( < 55] का छोटे-से-छोटा मान शून्य ही हो सकता है, इस- 
लिए यदि 5५ > »; हो तो 
म (७) > कम (0) ४६०४० (7) 
$ ४५ स्वतंत्र चर (70०92८70०0६ एथ्यांव9०४) -- 


तीसरे अध्याय में हम स्वतत्न घटनाओं की परिभाषा दे चुके हूँ। यदि 4 और # 
दो स्वतत्र घटनाएँ हों तो यह सिद्ध किया जा चुका है कि 
2(4029ल्‍7()॥7709) 
यदि (2९, ४) एक द्वि-विमितीय यादृच्छिक चर हो और हर एक मानयुग्म (४५,५५ ) 
तथा (8,,8,) के लिए 
2[(०<<०७)/2 (8 /< 8) ] 
पत्र [<€अऋ<र&७]7[98<५४< ०४] 
हो तो यादृच्छिक चर >£ और ४ एक दूसरे से स्वतत्र कहलाते हैँ । इस प्रकार हम 
देखते है कि यदि ४ का मान दिया हुआ हो अथवा यह दिया हुआ हो कि एक 
विशेष अंतराल में स्थित है और यदि वह > से स्वतंत्र हो तो इस ज्ञान का > के 
प्रतिवंधी प्रायिकता-वंटन पर कुछ भी प्रभाव नही पड़ता। इसी प्रकार >; के सवध में 
किसी प्रतिवध का उससे स्व॒तत्र किसी चर ४ पर प्रभाव नही पड़ता । 
यदि > और ४असतत चर हों जो क्रमशः 53, ४8, --०--७ *% तथा ४ 202; *«* 
2७ मान धारण कर सकते हों तो 
ए [2-4 ४९३, ] कक [ >>] 7 [ ४-३, ]...-- (4-0) 


ईक्‍तप, 2,.०००००००/॥३ स,आन्‍न्‍-॒ ॒॒वां 








इस प्रकार यदि हमें ” और ४ के वटन ज्ञात हों और यदि यह भी मालूम हो 
कि ये दोनों चर स्वतत्र है तो हम इन दोनों का संयुक्त-वटन ([०ंण वों$पयंएप०॥) 
इनके अलग-अलग बटनों के युणन से प्राप्त कर सकते हैं । 

इसी प्रकार यदि सतत चर > और ४ स्वतंत्र हों, उनके घनत्व फलन क्रमशः / () 
तथा ६()) हों, और उनके सथुक्त वटन का घवत्व-फलन /()) हो तो 


छि0।... 5 ॥090/%0) ०१०३० हज 


5८ सांदियिफी फ्े सिद्धान्त और उपयोग 
हे + व ति्वटन के पनत्व-शलन की परिभाषा भी उसी असर दी वा सो । 
जस प्रकार किसी एक-विमिततीय यादृच्छिक चर के पनत्व फ़न की 

/ः ॥( 2807 इटावन) 
कफ + 80,००० टी00-8<<5+84)70--%</<+0 


>0३04-+० (धिक|,) बिनाओयी | 
हरण (१)---एक पाँसा और एक एपया ताप-साय उछाडे जाते है! २ 
है. दृच्छिक चर है जिसका मान पांसे के ऊपर के मुस परआप्त विदुओं कै वर्ग 
है। ४ भी एक यादृच्छिक चर है । 'यदि रुपया चित पड़े तो इसका मोर 7 होंगे है 
यदि वह पट पड़े तो इसका माव 2 होता है। ये दोनों यादृच्छिक वर सप्ट कि 
स्पेतप् हैं, इसलिए इनका संयुवत वंदन नीचे दिये हुए चित्र के अनुसार होगा । 


' ३+«« (५०) (४22 ६) (#2) के 6७ 







(७2 689 (४9 ४2 (४0 #2 






० है रे ऊँ 4 2 € 
% 80 60 (60 6७ (४ 
चित्र २९--..दो स्वतंत्र यादृर्छिक चरों के. संयुक्त और एक-पाएवीय वंट् 


(३) अब मान छीजिए से के अत्वेक मु पर किदुओं कै लात 
दोलदो संस्याएँ छिसी हुई ह कि एक पॉँसे के अत्पेक मुख पर विनदुर् 


प्रादिकता दंटन जोर यादुकह्षिटिझ चर <?१ 





9 2 (| 6 8 30 42 
(42) $--> (४) 





द्त पांचे को छरुने से प्राप्त ऊपर को संहयायों 
का संदुतत्त बंटत 
इस उदाहरण से हमें यह मालून पढ़ता है कि दो यादृच्छिक चरों में नोतिक 
बे एक दूसरे से स्वतत्र हो सकते है । 
६ ४८६ प्राथिकता बंदन के ध्रति समाकलन (फराध्छुखपंणा एसपी म्लफव्थ 
६० ३ छा०9गेंयी६४ वंडपा9पप०म्) 

मान लीजिए कवि & एक कस्रठत यादृच्छिक चर है जो 2:०७ 
४ मान थार करता है। 

हु 





<रे सांख्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 
मान लोजिए £ (>£) यादृच्छिक चर >£ का एक फहन है और 2 
च्तटी (४-०४) ]. तब ह ] 
28) 70१०४ (४) 7(०)+3 (. 7(०+०- ४ 
को हम > के प्रायिकता बटन के प्रति समाकलन कहते हैं और इस संग 
|| 8 (2) 47 (५) से सूचित करते है । 
बक (0). >+म (0-३ (४-4 
कर [४-4४<> ८ < »] 
प्‌ () 
यदि ४ इतना छोटा हो कि ४-४४ और # के बीच में 26 का कोई भी तथा गा 
6५ % आदि न हों। यदि 7 (2) के स्थान पर हम सर्माष्टि की अपेर्सिक 
को रखे तो हम देख सकते है कि हमें इस प्रकार £ (>) का औसत मार्व 
जायगा। इसी प्रकार आपेक्षिक वारवारता के स्थान पर उसके ड्यं 
के होने पर यह समाकलन & (2९) का प्रत्याशित मान अबवा माध्य देता है। 


कि 


न 
१ 9 242 ०2 2565 2७ ऊँ! 


चित्र २४ ब्ररे 

यदि यादृच्छिक चर सतत है और उसका घनत्व-फलन / (») हो तो ईव प्रकार 
परास को छोटे-छोदे भागों में विभाजित किया जा सकता है। मात लीजिए ई 
के विभाजनों की ऋम सल्या दी हुई है और / वें भाग में 2 का एक मात क हैं! 
हम एक योग का कछन कर सकते हैं जो निम्नलिखित है-- 

2 8 (०) /(9,) (६६-२०) मर 
जहाँ >> कर्क “४ उस अंतराल के लय बिदु हैं जिसमें 0; स्थित दे! | 
हम इने विभाजनों को छोटा करते चले जायें और इस प्रकार उनकी संस्या बढ़ाते है 
की ता यह योग एक निश्चित मान को ओर अप्रसर होता है। जिस मात की नो डर 
संग अप्नसर होता है उसे हम एके प्राथिकता वंटन के प्रति (२) का यमाकर 


प्रायिकता बंटन जौर बादृब्टिक चर ८7१ 


हैँ । इस समापलन को हम [7९ ()/ () ४६ दारा सूचित बरतने 2 । क्योयि 
पर प्रायिकता घनत्वन्त (४), इसलिए ४-5 जौर & मे वोच या प्राविदता 


द्रव्यमान + (५) 4४ 
च| हे ()--77(६-4)े 
बज बीए (0) 
(0) 47 (४) एक ऐसा सकेत है जो हम दोनों प्रकार के चरो--सतत जौर 


असतत के लिए प्रयोग कर सकते हैँ । इस प्रकार 
8 (०) ४7 (७) || (०) 2? (०) यदि >४ असतत हो 


तबा ही (0) बम | & (0 (0४४ यदि >४ सतत हो। 


8 ४७ यादृच्छिक चर का प्रत्याशित मान अथवा माध्य ( 5::6्र्व्व 
शर्ट गे क्या एव॥2 तु व वदाबंगा शगांव0-- 
मान लीजिए कि ९ (<)-->४ तब | 4 # (0) को हम यादृच्छिक चर है का 
भाध्य अयवा प्रत्याशित मान कहते हैं । ओर इसे 75 (>) से मूचित करते हैँ । यह 
आपको याद होगा कि यदि आँकड़े आवृत्ति सारणी में दे रे हों तो माध्य के लिए 


निम्नलिखित सूत्र का उपयोग होता है। 


यदि >ध८ एक असतत चर है तो 
झऋ(3) + 5 ब्य 2 (30) 


इसी प्रकार >४ के किसी फलछन & (>£) का प्रत्याशित मान 
ह [200] 00४7६, 
है] 


इन दोनों सूत्रों में बहुत अधिक समानता है।, यदि आपेक्षिक बार्रबारता 
जि 
ह््च्य 


टड सांधियको के सिद्धान्त और उपयोग 


कौ जगह हम प्रायिकता 2? (४) को रखें जो वास्तव, में इस अपेक्षिक कक 
का आदर रूप है तो हमें यादृच्छिफ चर का माध्य प्राप्त हो जाता है। इत दीगय 
विशेष अतर यही है कि पहले यूतर का प्रयोग समप्टि पर किया जाता है जियके बात! 
हमें पूर्ण ज्ञान है, परतु दूसरे सूत्र का प्रयोग यादृच्छिक चर के हिए गया रा है। 
यादृच्छिक चर किसी विशेष प्रयोग में कया मान धारण करेगा यह अनिश्थित सह 
अतः हमें प्रायिकता के शब्दों में हो बात करनी पड़ती है । 


$ ४८ यादृच्छिक चर के घूर्ण (375 थी ८ दि शा॥) 
जिस प्रकार समष्टि में मध्यांतरित + वाँ घूर्ण 
की कि 
धत 2 कं 
न [] ध् 
5 जा 


पु दर रैज्न 
होता है, उसी प्रकार यादुच्छिक चर का (वाँ घूर्ग कि 2 /३४४ 
, है। . इसके दूसरे मध्यान्तरित घूर्ण किम कि. 20॥ 8, है हों 
प्रसरण ( एथयंधवा८०) कहते हैं। अधिकतर को ४ एथा यादृच्चित वर 
को (22) से सूचित किया जाता है। समष्टि के चर की भाँति ही याद 
४-आतरिक घूर्णो की परिभाषा भी दी जा सकती है। /-आंतरिक और 
घूर्णों का एक दूसरे से सवंधी भी उसी प्रकार का होता है। 


$ ४९ स्वतंत्र चरों के गुणनफल का प्रत्याशित मान 
भदि वटन असतत हों तो '' 
झऋ(हएश- 5 ज 2३ [>े->०, श+-३)] [वेखिए 


ला आल 
ध्् हा 2 ख 2 श>-खुश[शफऋ] 
बन 5 
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५. ५ बच ्च्य है ः है (पे 
तीम ” न्यसअएटीए(ए ' दशक 
) ', यूह सूत्र सतत वटनो के लिए भी आसानी से सिद्ध किया जा सकता है 


रह 


प्रायिफता बंटन और यावृच्छिक चर <ड५ 
$ ४१० चरों के योग का प्रत्याशित मान 


झ+ ०) ७ ७ 3 (५५-):) (९:८६, ४८८ फ)) 
ध 


वल्क] ]०> 
छा 9 

न ज | (४-० ४०५ )+ ७ ४ ॥;(-४--७३८३)) 
व्०] | बू| ॥ब्् 


कं): %5(४)55 -+कऋन्क+अं-७ -(477) 
यह सूत्र सतत वटनो के लिए भी सरछता से सिद्ध हो सफता है । 


भाग ९ 


परिकव्पना की जाँच ('९४फाड ०९ छलरफ॒ुणा८४ं5) 
और 
कुध महत्त्वपूर्ण प्रायिकता चंटन (07०७४७॥फ ए'्रतएएपं०१७) 


अध्याय ४ 


मनोवैज्ञानिक पृष्ठभूमि 


» $ ५.१ क्‍या बचपन में आपको परियों की कहानी पढने का शौक रहा है ? 
यदि हाँ तो आपने उस विचित्र बर्तन के बारे में अवश्य सुना होगा जिसमे शहद भरा रहता 
था और चाहे जितना घहद उसमे से निकाल ले वह खाली नही होता था | यदि मैं 
आपको शहद से भरा हुआ एक बर्तन देकर कहें कि लीजिए यही वह प्रसिद्ध बर्तन है 
जिसके बारे में आपने बचपन में बहुत कुछ पढ़ा-सुना होगा तो आप मेरे इस कथन की 
जाँच कैसे करेंगे ? 

आप कहेंगे कि इस कथन की सचाई की जाँच करने में क्या रखा है। अपने 
मित्रों को एक पार्टी दीजिए और उसमें सवको काफी मात्रा में शहद वाँठ दीजिए । 
यदि वर्तन खाली हो जाता है तो कवन गलत है । लेकिन कल्पना कीजिए कि बर्तन 
वास्तव में भरा का भरा ही रहता है तव आपको आइचये होगा और कदाचित्‌ मेरे 
कयने की सचाई में विश्वास ही हो जाय । छेकिन यदि आपका दृष्टिकोण आलोचत्ता- 
त्मक है तो आप निश्चय ही मेरे कथन को सत्य मानना पसन्द नही करेगे। आप कह 
सकते है कि यद्यपि इस प्रथम जाँच में यह बर्तव खाली नही हुआ, परन्तु इससे यह तो 
सिद्ध नही होता कि यह वही बर्तन है जिसका कहानियो में वर्णन है। वह तो कभी 
खाली होता ही नही था । यदि यह वर्तेन प्रयम प्रयास मे खाली नही हुआ तो यह नही 
कहा जा सकता कि यह कभी खाली होगा ही नही । फिर भी यदि बर्तन वार-बार 
जाँच में उत्तीर्ण हो तो आपका विश्वास मेरे कथन पर दृढतर होता जायगा । 
$ ५.२ इस प्रकार हम देखते हैँ कि यदि किसी कथन से ऐसा निष्कर्प निकलता 
है जो अनुभव के विपरीत है तो हम उस कथन को झूठ समझते है । परन्तु यदि अनुभव 
उस निष्कप के अनुकूछ है तव भी हम यह नही समझ वेठते कि कथन सिद्ध हो गया। 
बल्कि केवल उस कथन में हमारा विश्वास दृढ़तर होता जाता है । यदि आपको परियों 
को कहानियों में न तो दिलचस्पी हो और न विश्वास तो उस दण्या में आप उपयुक्त 
कृधन के प्रयोग करने का भी कष्ट न करेगे और प्रारम्भ से ही मुझे झूठा समझेंगे । 


९० सांश्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


दैशातिक | 
यद्यपि विना प्रयोग के ही अपना मत स्थिर कर लेना किसी बसे ; 25) 
नहीं है, फिर भी आपके इस मत से मुझे कुछ विरोब नहीं है। इसके लिए ए 
नीथ उदाहरण देता हूँ । ने सा! का कुतरिं 
$ ५.३ आप पर आरोप छगाया जाता है कि उन्होंने का हे पक | 
है। यह कहा जा सकता है कि २५ सितम्वर की रात को श्री थे 3 किक 
जानेवाली गाड़ी में बहुत-सा धन छेकर यात्रा कर रहे ये । श्री के उत किया (पर 
गये और श्री 'ख' के सो जाने पर उन्होंने धन चुराने का अ्रयात बाह्य! हे 
श्री ख की अचानक नींद दूठ जाने पर उन्होंने शोर्युल 034) बार 
देखकर श्री 'क' घबरा गये उन्होंने पिस्तौक़ निकालकर उसी दर्म श्री 
तमाम कर दिया । र्म 
यह पुलिस का कहना है। पुलिस ने श्री क' को तीन दिन हे 8 
गिरफ्तार किया जब उनके पास उन नोटों में से कुछ पाये गर्य पर्ियोंवीरहर 
दिल्‍ली जाते समय थे। आइये, जिस सिद्धास्त का प्रतिपादन हमने | 
किया था उसका प्रयोग पुछिस के इस कयन पर करके देखें कर हे बेकार 
कथन है “श्री क' ने श्री ख' को २५ सितम्बर की रत में कलकर्त 
रेलगाड़ी में मार डाझा ।” दरों 
यदि यह कथन सच है तो यह निष्कर्ष निकछता है कि २५ विद हे 
“का और ख' एक ही रेलगाड़ी में यात्रा कर रहे थे । यदि यह माव छीरिए हि | 
जाय तो उपयुक्त कथन भी स्वभावत्त: गलत सिद्ध हो जायगा। मरते रात को हित 
गवाह शपथपूर्वक यह कहने को तैयार हैं कि 'क २५ सितस्वर 3 परवाह है मी. 
में थे और यही नहीं २४ तारीख से दी वे दिल्ली में रह रहे है। दंत सवातों मै 4] 
और यह जानते हुए कि एक ही व्यक्ति एक ही समय पर दो विंभिर्त 
रह सकता, मूल कयन झूठा सिद्ध हो जाता है । ५ तद्ट करते हैं हि? 
इसके विपरीत मान दोजिए कि कुछ गवाह इस निष्कर्ष की हद 
का और श्री 'ख' एक ही रेलगाड़ी से यात्रा कर रहे थे । इस गवाही सै मं अर 
न हक 'ख' का खून किया या । परन्तु पुछिस का कंघत इस हि 
ए्वसनोय हो जाता है । 704] 
मदि पुलिस के हल से अनेकों मिप्कर्प निकाले जायें जिनकी पु दूहि 
दप्रा ही तो न्यायाधीश का विश्वास उनको कहानी की सचाई न्‍ कपः प्रविरृत 
दोकर प्रायः अयदिस्धता में परिणत हो सकता है। फिर भी निष्कर्ष के व ५ 


प्रायिकता वंदव और यादृच्छिक चर ९१ 


भी गवाही मिलने पर उन सब गवाहियों का प्रभाव नष्ट हो जाता है जो कथन के 
निष्कर्पों के अनुकूल थीं । 
मान लोजिए कि निम्नलिखित वातें सिद्ध हो जाती है-- 
(१) क' 'ख' से परिचित था। 
(२) “ख' के खून के कुछ ही दिन पूर्व 'क' और 'ख' मे किसी जमीन के टुकड़े 
स्वामित्व को लेकर बहुत झगड़ा हुआ था । 
(३) 'क' और ख' एक ही गाडी से यात्रा कर रहे थे 
(४) जब 'क' दिल्ली से रवाना हुआ तव उसके पास प्रायः कुछ भी नहीं था । 
परन्तु जब वह पकड़ा गया तो उसके पास नगद १,००० रुपया विकला। 
जव वादी उक्त घटनाओं की पुष्टि गवाही द्वारा कर चुका हो तो एक और घटना 
प्रकाश में आती है -- 
(५) जब 'ख' ने दिल्‍ली के छिए टिकट खरीदा तो 'क' ने उसका पीछा किया और 
उसी डिब्बे में एक सीट रिजव करा ली । 
यदि घटना नम्वर (३) पहिंले ही ज्ञात नहीं होती तो इस नयी घटना से 
वादी के कथन की सचाई में विश्वास बहुत वढ़ जाता । परन्तु घटना मम्बर (३) 
के सिद्ध होने के पश्चात्‌ इसका महत्त्व पहिले की अपेक्षा बहुत कम हो जाता है । फिर 
भी यदि हम घटना नम्बर (४) पर विचार करे तो घटना नम्बर (३) के सिद्ध होने 
के पश्चात्‌ भी इससे वादी के कथन को काफी बल मिलता है। 
$ ५-४ यदि नवीन साक्ष्य विश्वसनीय पूर्वज्ञात घटनाओ से बहुत अधिक सबधित 
हो तो साक्ष्य में हमे अधिक विश्वास होगा। परन्तु इस साक्ष्य से हमारे विश्वासो में 
अन्तर नहीं पड़ता । और यदि पड़ता भी है तो अधिक नही । इसके विपरीत यदि यह 
नवीन साक्ष्य पूर्व ज्ञात घटनाओं से एकदम असंबधित हो तो यह हमारे पूर्व निश्चित 
विचारों को बल देने में अयवा उनको खडित करने में बहुत महत्त्व रखता है। 
मनुष्य का मस्तिष्क प्रायः इसी प्रकार कार्य करता है। यह ऐसा क्यों करता 
है ? यह ऐसा प्रश्न है जिसकी इस पुस्तक मे चर्चा करना उचित प्रतीत नही होता । 
इस कार्य के लिए कदाचित्‌ कोई मनोवैज्ञानिक ही सबसे अधिक उपयुवत है। बल्कि 
हमें विश्वास है कि उसे भी इसका उत्तर देने मे बहुत कठिनाई पड़ेगी । सभवतः उसका 
मस्तिष्क भो इसी प्रकार कार्य करता है और वह हमें इस समस्या के अपने हछ के 
बारे में विश्वास दिलाने के लिए जो यू वितया देगा उसमें भी वह इस सिद्धान्त का प्रयोग 
करेगा। इसके अलावा हम इस वात की भी चर्चा नही करेंगे कि इन सिद्धान्तो का अ्योग 


क्के 


दर सांह्यिकी के सिद्धान्द और-उपयोग 


कहाँ तक युक्तियुक्त है । यह असभव है कि इंस प्रेकार का कोई भी तर गूह बौरण 
न हो जाये। विभिन्न व्यक्तियों की भिन्न-भिन्न राय हो सकती है। कहे ! 
समस्या तो यह निडचय करने की है कि.युक्तियुक्‍त आचरण वया है। वा 
एक पुस्तक का लेखक, जो अपने परिहासशील,स्वभाव के ढिए जय भी पद ह' 
तथा जो एंक गम्भीर वैज्ञानिक माना जाता है, युक्तियुकत्‌ आचरण की पिया रे 
छिखता है कि यह वह आचरण है जिसे वह लेखक युव्तियुक्त सम्नता है। का हे 
प्रकार की कोई भी परिभाषा विलकुछ भी युक्तिसगत ज्ञात वहीं होगे का 
सकता है कि पाठकों का वहुमत इस लेखक के साथ हो । इस परिभाषा के गे मे 
नहीं किन्तु इस बारे में भी कि निर्णय किस आकार “किया जाये और मि 
निकाला जाये। 5 के व 
$ ५५ हमने ऊपर यह दिखलाया है कि मानव मस्तिप्क किसी कया बल 
में अथवा उसके विपरीत साक्ष्य को किस प्रकार तौलता है। अप: ऐसी 
समय भी दृष्टिगोचर होती है जब कथन का निष्कर्प झूठ या गा 
होता, परन्तु निष्कपं असंभाव्य (77[70920०) माछूम होता है। कं बतिर 
जो सिनेमा को बहुत आलोचनात्मक दृष्टिकोण से देखते है, यह मत है हि वाह 
चित्रों में कथा, घटना-चक्र, काछ और वातावरण बनावदी तथा ही 
से बहुत दूर होता है। मनुष्यों का जो आचरण और व्यवहार उत्तम कि त । 
बह प्राय. अस्वाभाविक होता है। उदाहरण के लिए अभिनेता का 82 म्। 
जाने और भयंकर पीड़ा दिये जाने पर गाना अयवा अभिनेत्री का अपनी मा, वर 
पर आँसू बहाने के साथ साथ गौत याना । स्थ्रियों को ऐसे वस्त पहने है क्या 
जाता है कि जो पहले कभी नही देखे गये यद्यपि चित्र के पश्चात उनकी (ढ 
दो सकता है। एक पढ़े छिखे सभ्रान्त व्यक्ति को सड़कों पर नाच के: 
हुआ दिखाया जाता है। इन सभी दशाओं में आलोचनात्मक दृष्टिकीणवी हब दा 
का यह विचार होता है कि यह सब वनावटी और अस्वाभाविक है । जब को पा. 
है कि कोई आचरण या घटना अस्वाभाविक है तब इसके अर्थ यही हंतिह िए डा 
तया कोई मनुष्य इस तरह की घटनाओं की अयवा आचरण की आया नही न | के 
यदि चित्र में ये दिसाये जाते हैं तो आपके मन में वरायर मी बिया: के 
पास्तविक जीवन में ऐसा कमी नदी हो सकता । यदाँ तक कि गदि निर्माी कल 
जाइम्भ में यह घोषणा भी कर दे कि चित्र के पात्र जौड़ घटनाएँ वाहक 
दो की गयी ८ तद भी भापझो विश्यास नहीं होगा। . 


ड्ड सांढ्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 


दशशा में आपको यह संभव न मालूम होगा कि आज वह विना कार आपे मूह बोर 
रहा है। अब दो घटनाएँ हैं और दोनों ही की प्रायिकताएँ बहुत कम है। एक गो 
घटना है कि एक लड़का घर की तीसरी मंजिल से भरी हुई सड़क पर किया 
दुर्घटना के और बिना किसी का घ्यान आकर्षित किये कूंद जाता है और दूपते पे 
यह है कि एक मनुष्य जिसने आज तक झूठ नहीं वोछा आज विदा कारग है बोह 
है। भदि इन दो घटनाओं की प्रासिकता की तुलना करने पर--यर्वी रे 
इन प्रायिकताओं का सही मान प्राप्त करने का कोई तरीका नहीं है पर कै के 
चेतन मन में ही यह तुछना संभव है--आप यह तय करते हैं कि उत गुम की ह 
बोलने की संभावना इस अनहोनी घटना से भी कम है तव आपकी हे मा 
विश्वास हो जायेगा, और आप यही सोर्चेंगे कि कैसी विचित्र घटनाएँ घट 
म इस सारे विवाद का तात्पये यह है कि ऐसी घटनाओं में किसी को सह 

नहीं होता जिनकी प्रायिकता बहुत कम होती है । यदि किसी कबन से 87 हा 
निकलता हो जिसके होने की संभावना बहुत कम हो तो पहिछे वो हम वह कर 0! 
है कि निष्कर्य सत्य नही हो सकता, क्योकि इसकी ग्रायिकता बहुत कम है! हे 87 
को असत्य मानने का स्वाभाविक परिणाम होता है कि हम उस कथत 
मान छेते है जिससे इस विचित्र और अविश्वसनीय निष्कर्प का जर्म हैंआी हर । 

हि $ ५६ यही वह मनोवैज्ञानिक पृष्ठभूमि है जिस पर के 
र्यकीय सिद्धान्त ( $६३४3परंव्वां 607 ० ६०5४7 ०ः 0 हि 
आधारित है। इस प्रकार के मनोवैज्ञानिक आचरण को जो एक साधारए आवश्यॉ्त 
स्वाभाविक है और जिसके लिए वह किसी प्रकार के सोचने-विचारते को इव 
नहीं समुझता, साडझियकी के विद्वानों ने तक॑ द्वारा युक्ति-सग्ते ठहराया हैं! ४ 
छोजिए कि उन सव घटनाओं को जिनकी प्रायिकता एक प्रतिशत या उससे के हे 
असंभव समझ लें और ऐसी घटनाओं से संवधित कथन को झू या गलत 
इस निष्कर्ष के गलत होने की प्रायिकता भी एक प्रतिशत से कम ही होगी । हो 
कयन वास्तव में झूठा है तो हमारा निष्कपं सत्य ही है। और यदि कब सहन हा 
हम उस निष्कर्प को उस समय ही भूठा मानेंगे जब वह असंभव मार्दूम हैं वेवाती 
जतियई रा हो जाय । क्योंकि हम जानते है कि उस घटना की प्रायिकर्ि दल 
किसकी कम है, इसलिए इस प्रकार उपर्युक्त सिद्धान्त के अनुसार कं 

98 प्रायिकता मी एक प्रतिशत से कम ही होगी । विद्वामों के में 

का विकास हम अगले अध्यायों में करेंगे जिसमें कुछ विस्तार से इस की 
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और दर्शन पर विचार होगा । यहाँ तो हम केवछ सास्यिकीय पद्धति से जांच के कुछ 
उदाहरण देंगे और ऐसे प्राथिकता-वटनो का परिचय करावेये जो बहुत महत्त्वपूर्ण 
और उपयोगी है। 

६५.७ मान लीजिए कि एक रोग है जिससे पीडित अधिकतर रोगी मृत्यु का 
शिकार हो जाते हैँ । वैज्ञानिक अवश्य ही ऐसे रोग के इलाज के लिए औपध की सोज 
में संलग्न होंगे । उनको यह पता है कि--- 

(१) इस रोग से पीड़ित सभी व्यक्ति नही मर जाते। कुछ ठीक भी हो जाते है। 

(२) किसी भी औपध से सब रोगी ठीक नही हो जाते । 

(३) यद्यपि किसी विशेष औपध से वह विशेष रोग ठीक हो जाये जिसके लिए 
वह औपध दी गयी थी तथापि यह सभव है कि रोगी को अन्य कोई रोग भी हो और 
औपध का ठीक प्रभाव होते हुए भी वह मर जाये । 

इस दक्षा में यदि उस औपध के उपयोग से मृतकों के अनुपात मे कमी हो सके और 
बह पुराने उच्च स्तर से नीचे उतर आये तो यह सचमुच ही प्रगति का सूचक है । नवीन 
ओपध का उपयोग वास्तव में ठीक दिशा में प्रभाव डाल रहा है अथवा नही यह निर्णय 
करने के लिए यह जानने की आवश्यकता है कि जिस समय कोई औपध नही दी जाती 
थी उस समय रोगियों में मरनेवाछों का अनुपात वया था तथा इस औपध के देने से 
इस अनुपात में क्या अन्तर पड़ा । 

कल्पना कीजिए कि सैकड़ों डाक्टरों के अनुभव के आधार पर, जिन्होंने इस रोग 
से पीड़ित हजारों व्यक्तियों को देखा है, हमें यह ज्ञात है कि इस प्रकार के रोगियो में 
मृतक-अनुपात २०%, है | अब जिस नयी औपध से इस रोग के इलाज मे प्रगति की 
आशा की जाती है उसका प्रयोग हम अनियमित अथवा यादृच्छिक रूप से चुने हुए 
सौ रोगियों पर फरते हैँ। यदि हमारा प्रतिदर्श (57० ) कुल रोगियों का 
रच्चा प्रतिनिधि है--उदाहरुण के छिए रोगियों की उम्र और उनके रोग की दक्ष 
कुल रोमियो के समूह में और इस प्रतिदर्श में समान अनुपात में है--और यदि इस नयी 

ओऔपध से कुछ लाभ नहीं होता तो इन सौ रोगियों में से २० की मृत्यु की आशंका है। 
या तो २० की ही मृत्यु होगी या संयोग से कुछ कम या अधिक व्यवित भी मर सकते 
हैं। यदि यह मान लिया जाये कि औषध का प्रभाव रोग पर कुछ भी नही होता वो 
रोगियों में से केवछ दस मरने की प्रामिकता कितनी है? कर 

यदि यह प्रायिकता इतनी काफी है कि सयोग से ऐसी घटना होने पर हमें कुछ 

भी आश्चर्य नही होगा तो हम यही कह सकते है कि कदाचित्‌ इस औपध का कुछ गुण- 


९६ 


सांह्यिकी के 
परी प्रभाव इस रोय पर हो; पर 
हे नही होता। सके बारे 
को और बड़ा करने 


आशा रखते है क्योकि यह्‌ 
पैमय झूठा माना जब कि परे 
कल्पना के आधार 


त्य- 
पर बहुत ही कम निकले 
गई का 7रण नही है कि इस को 
मृत्यु-सस्या सख्या से कम 938 
पथ गुगकारी हो 


रे 


सिद्धान्त और: उपयोग 


'छ इस प्रयोग से जो एक तो रोगियों | 
अधिक निश्चित होने के बिए हमें का 
/ इस अकार की मनोव्॑ञानिक परतिकि 
इस ओऔपध से कुछ 84322 
की प्रायिकता ऊपर हु 
जार यह प्रायिकता काज़ी बड़े का 
चूठा माना जाये । फ़िर भी बहिओे 


रे 
यका थी तो हो सकता है कि दत्ता 


निरचयपुर्वक जानने के लिए और अपिक प्र्षपों गो 


हंस यह कह सके कि क्या 
यह ज्ञात होना 


पैख्या प्रायः समव है और व्यारहीं हे 
जाहिए 4 प्रायिकता की 
पस्याओं कीः 


हैमें मालूम होनी. चाहिए 
होता को रोगियों यु को 
नल अनुपात में 
यदि हम कैक्छ एक रोगी पर प्रयोग करके देखते. 
ह्‌ यातो वह ठोक हो 


कंसे की जाये। 4 अंक 
। यदि चिकित्सा बे कुछ छा 


दि 
होनेवालों का अनुपात २०% होना चाहिए 
अतिदयों मो इस 


॥६ 
अतर पड़ सकता है. कल 
ते है तो दो घटलाम्रों की वार 


न उसकी मृत्यु हो जायेगी। पहली दमा में गिर 
नेगा अनुपात शून्य प्रतिशत है 
होगा । 


>रचयं की कोई वात 
भहे कहना भी ठीक नही कि इस 
होती है। इस 


8 7 सकते। इसके लिए 
अवश्यक है। 
अब यदि दो ५ 


अ्रविप 
इसरी दर्ञा में यह अनुपात रा 
गीसत अनुपात से (जो २०% 
>्चु यह इस वात का कोई 
। विना इस आ 


है किऔपध वास्तव में गुर 
भी ८००८ छोग ठीक हो ही जाते 
ठीक हो जाता को 
भरने पर 


क्स्िं 
पते थे और यदि यह ही 
॥ इसी प्रकार ४४ 


छ्रे 
ओपप से कुछ भी छाम नहीं, अर 

भह ता है कि केदक एक रोगी पर प्रो 
+र नही पहुच 


हमें अधिक रोडियों हें 
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(३) दोनों रोगी ठीक हो जायें । 
यदि थौपध का बुछ प्रभाव न हो तो एफ रोगो के मरने की प्रायिस्ता 2 (4)-२ 
अएएतनड है और उसके ठोक हो जाने की प्रायिकता 2? (0-३8 675४ है। इसी 
प्रकार दूसरे रोगी के मरने की प्रामिकता भी हु है । यह युक्तिसगत माना जा सकता 
, है कि एक रोगी की मृत्यु का दूसरे रोगी के ठोक होने से या उसकी मृत्यु होने से कुछ भी 
/ संबंध नहीं है। जर्थात्‌ ये दोतो घटनाएँ स्यतन हूँ । इस कारण दोनों रोगियों के मरने 
की प्रायिकता 
ए?(30 39)--32(4)7(98) 
है 


चन्द्र 


५७.४ 


यदि रोगियों को 'क' और 'स' से मूचित किया जाये तो इस घटना की प्रायिकता 
/ कि क' मर जाये और 'स' ठीक हो जाये ३ ५ ६-->ह है । इसी प्रकार 'क' के ठीक 
/ हों जाने और 'ख' के मरने की प्रायिकता ६ १८३---४ है। इस दूसरी घटना-- 
। कि एक रोगी मर जाये और एक ठीक हो जाये--की प्रामिकता ऊपर लिखी दोनो 
/ भपवर्जी घटनाओ ( ०४टपप्नंए० ८एथा७ ) की प्रायिकताओं के योग से प्राप्त 
: होगी। अर्थात्‌ इस घटना की प्रामिकता जुके है। 
ग दोनों रोग्ियो के ठीक हो जाने की प्रायिकता ६2८६-८३ 
/ तायिकताओं को एक सारिणी के रूप में निम्न तरीके से रस सकते हू 
' सारणी संख्या 5५ 


$ है। हम इन 
॥ 



















जब] की तक 0८, 
रा अनुपात' 
प्रायिकता 82244 
; ] कक ड 
/ |__ दोनों रोगियों की मृत्यु जै हि 
4 | एक को मृत्यु और एक का 8, 
आर ( * मु 5० 
/ पेग्य लाभ सड 
“४ | दोनो का आरोग्य-छाभ जठ ९ 


इन तीनो घटनाओ में से केवछ एक ही ऐसी है जिसमे प्रायिकता इतनी कम है 
/ कि हमें इस परिकल्पना मे सदेह हो जाता है कि औपध का कुछ भी प्रभाव नही पड़ता । 
यह बह घटना है जब दोनों रोगियो की मृत्यु हो जाती है । परन्तु यदि ऐसी दुर्घटना 
हो जाये तो यह विश्वास हो सकता है कि औपध हानि-कारक है। दोनो रोगियों का 
| 


९८ साहियिको के सिद्धान्त और उपयोग 
टीक हो जाना हो एक ऐसी घटना है जिसमें प्रतिदर्श में मृतक अनुपात बोकित कहे 
हज एएए 7,७0७ कततथोच वे नई पवन इंच वण्पत हाल». ४ 
इतनी अधिक है कि इससे कुछ भी निस्कर्पे निकालना असंभव है । हों 
यह स्पष्ट है कि प्रतिदर्श में रोगियों की संख्या चाहे जितनी हो का ह् 
आरोग्य छाभ कर डें तो मृतक-अनुपात प्रतिदर्श में शून्य प्रतिद्यत होगा। 
कुछ भी प्रभाव नही होता” इस परिकत्पना के माधार पर परिकितित इत कर ५ 
प्राग्िकता यदि इतनी अधिक है कि औपय के गुणकारी अमाव का दिखे और 
यह असमर्थ है तो कोई भी अन्य घटना जिसमें कुछ व्यक्ति मर जते हैं ते 
व्यक्तियों को छामर हो जाता है यह विश्वास दिला ही नहीं सकती कि वौप है 
में छाभ होता है। इसलिए इतने छोटे प्रतिदर्श का अ्रयोग करा बेकार हे ब्रेक 
आइए, पहले हम यह मालूम करें कि प्रतिदर्श में रोगियों की संश्या ही ते 
कितनी होती जाहि, 5 5 ० अ५ हा अब ० आती रॉ 
संगावनातो रहे।. . . - - , हल 
छाभ की प्रायिकता बहुत कम हो । इतनी कम कि लोगों को विश्वास ने हा 
औपध-प्रभाव के ऐसी घटना घट सकती है । नीचे सारणी में कुछप्रतिई/ण 
और तत्सवधी सभी रोगियों के आरोग्य लाभ की प्रामिकताएँ दी गयी है । 


फू संख्या 52 


नजजज++ 


अतिदर्श-सख्या | सभी रोगियों के आरोग्य छास कॉपर है 


३१३ 
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प्रतिदर्श-संख्या दस तक सभी रोगियों के आरोग्य-लाभ की प्रायिकता विना औपथ 
के प्रभाव के भी इतनी है कि यह्‌ औपध के लाभकारी होने मे विश्वास दिलाने के लिए 
ययेप्ट नही है । शायद हमें उस समय तक विश्वास नही हो सकेगा जब तक इस घटना 
को प्रायिकता ५%६ से कम न हो । प्रतिदर्श सख्या सौ में इस घटता को प्रायिकता इतनी 
कम है---अर्थात्‌ एक अरब मे दो--कि यदि वास्तव में यह घटना घटित हो जाय तो 
हमें पूरा भरोस। हो जायगा कि यह औषपब रोग की चिकित्सा में चमत्कारी है । 

आपको याद होगा कि हमने उदाहरण सौ रोगियों के प्रतिदर्श से आरभ किया था 
जिसमें दस रोगियों की मृत्यु हुई थी । प्रश्न यह है कि यदि औपध का कुछ भी प्रभाव 
नहीं होता तो ऐसी घटना कहाँ तक सभव थी । हम दस अथवा दस से कम मृत्यु की 
प्रायिकृता का परिकलन औयध 'के प्रभावहीन होने को परिकल्पना पर करना चाहेंगे । 
इसका कलन भी उतना ही सरल है जितना कि छोटे प्रतिदर्शों मे हमने पाया था । 
इनके फलों को सारणी के रूप में नीचे दिया है । यदि प्रयोग के इस फल से हम यह 
तय करते है कि परिकल्पना झूठी है तो यह तय है कि यदि मृत्युसंख्या इससे भी कम होती 
तो भी हम--शायद और भी विश्वास के साथ--परिकल्पना को झूठा समझते । हम 
यह जानना चाहेंगे कि यदि परिकल्पना सत्य होती तो इस प्रकार की त्रुटि की--उसको 
झूठ मानने की--क्या प्रायिकता है। इसके लिए हमें सारणी सख्या 5 3 में दी हुई 
प्रायिकताओं का योग करना होगा। यह योग ०००57 है। इसके साथ ही हम 


सारणी संख्या 5.3 
वि 8 0 न 3 मना 




















भूतक-अनुपात 
घटना | घटना की प्रायिकता [* प्रतिशत 

पर 2 3 

700 रोगियों को के ($)/? ० 

99 को आरोग्य-छाभ व १ की मृत्यु | ($)" (/) #70० प्‌ 
ल् 300' 

98 को जारोग्य-छाभ व २ की मृत्यु | ($)* (३) ( 3 ) 2 
0' 

97 को आरोग्य-छाम व ३ की मृत्यु | (६) (2), (६ ) 3 





96 को आरोग्य-लाभ व ४ की मृत्यु । (६) (22% (४) हि 
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घटना घटना की प्राविकता | 
अल प++>म८ ०५ 99+५+++०+२५००२०+०»+०+०++२ ५०४०० 
डर > 5] 
कम --+ 
) ह 
सन + 3... न । 


95 को आरोग्य-छाभ व ६ को मृत्यु ( 9). (: 
9 का थआाराम्य-ाभ वे 6 की मृत्यु ( >) (3) 
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93 को आरोग्य-छाम व 7 की मृत्यु ( ) ( ) ( 
) ( 





) 
० 
। 
) 





[..... 
92 को आरोग्य-लाभ व 8 की मृत्यु ( ) ( ३ अल 
9्को आरोग-छाम् व9 की मृत्यु ( ) ( ) (्‌ * ) ध 














90 की आरीग्य-लाभ व 70 की मृत्यु 20 को आतोबशाभव 70 की गुल | 6) (3) (४०) | जात ( ०] 0 
हा 


यह कह सकते है कि यदि हम सो-्सी रोगियों के दस सहस्न प्रतिदशों का अगर 
तो केवल 3? में हो दस अयवा उससे कम मृत्यु संख्या होगी। इस कार हें 
फंड से यह घारणा बनती है कि यह औपव छामदायक है। 

चारणी 3.8 में दी हुई ग्यारह पटनाओं की प्रायिक्ताओं की गयेतो हैं हा 
प्रकार की ? पहलछो घटना में तो यह यथना बहुत ही सरल है। सौ ा 
से हट एक को प्रायिकता (६) है और वे एक दूसरे से स्वत है । इतर 
टइनाओं के होने को प्रायिकता उनको भिन्न-भिन्न प्रायिकताओं का रे 
हि) है त 

इंसरी घटना के छिए मान लोजिए कि एक विश्ञेप रोगी 4, तो मर चाहा है ) 
अन्य सब रोगी आरोग्य-छाम करते है । इस घटना की आमिकता 8) 3 
है। अब हम यदि इसी प्रकार को एक अन्य घटना की प्रायिकता का कहते करे हक 
एक अन्य रोगो 4, तो मर जाता है और अन्य रोगियों को आरोग्यन्ठाम हैँ हे फृर 
बह भी (६)०,८ (३) होगो । कौन-सा विशेष रोगी मरता है इसे 
उँले एक सो घटनाएं है जिनकी प्रायिकताएँ (६)”)८(३) हैं। इि 


किसी घटना के होने की-यौ की-- 
(१८ (३):९३०० है में से किसी एक रोगी के मरने 
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इसी प्रकार मान छीजिए कि दो विशेप रोगी 4, और ४, तो मर जाते है तथा 
अन्य सब ठीक हो जाते हैँ । इस घटना की प्रायिकता ($)४ »८(ह)* है । हम 
यह भी जानते हैं कि सौ रोगियों में से दो रोगियों के (१2०) कुलक (४८४5) बनाये 
जा सकते हूँ । इनमें से यदि किसी विशेष कुलक के रोगी मर जाये तथा अन्य सबको 
आरोग्य-छाभ हो तो इसकी प्रायिकता, जैसे हम ऊपर देख चुके है, ($)”» (8)? 
है। इसलिए कुल प्रायिकता कि कोई भी दो रोगी मर जाये और अन्य आरोग्य- 
लाभ करे (£)* , (१) > (7९०) है। इसी प्रकार के तक से अन्य सव प्रायिकताओं 
का कलत किया जा सकता है । 


अध्याय द्द 
दिपद वंटल ( छग०ऋंआ 7क्ं।पएं०४ ) 
$ ६१ द्विपद वंटन 
पिछले अध्याय के अन्त में दी हुईं प्रायिकताओं के गणन का एक 88, 
है जिसको चतुर पाठक कदाचित्‌ भव तक माठूम भी कर चुका होगा। हे 
लीजिए कि एक यावृच्छिक प्रयोग (ब्रवंग >कृथ्यंजला) के दी ही 


सकते है .4 और ४ की प्रायिकता # है और .4' क्ीआपिकता 28, 
है। यदि इस यादृच्छिक प्रयोग को ५ वार दोहराया जाये तो इस घटना की परि 


7५९ हर ३, डर 
कि # वार 4 भी ४-४ बार 47 घटित हो (0७५४ 2) ३ | अगर 


जर का सान ॥ होके की आविकता (४) »« 0-०) है। रही हे 
भादृच्छिक चर का बंटन है । हू 
“हैं पेन द्विपद बटन के नाम से विस्वात है। इसका कारण यह है हि 
घटने की भिन्न-भिक्त सख्याओरों को- प्रायिकताएँ (# .३- श्र “४ $; [्विवद विस्तार 
सप्त होके है। (7+ 9) रका द्विपद विस्तार निम्नलिसित है-- 
(2+ 9) «ै . (0975: () ४ 73,....-+ (>) श /' 


कललनय (..) हि नि & ) श हि ( हे 


7, 
डी महत्त वर्ण छा दर 
दफ "हे सदस्वपू् और पायारण द्विपद बंटन के हुछ और उदाहरण ४ 
द्द्म विचार करेगे । 
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$ ६२ द्विपद बंटन के उपयोग के कुछ उदाहरण 

(१) प्राय” सभी पाठक इस कहावत से परिचित होगे कि “भूल करना मनुष्य 
का स्वभाव है ।” कुशल से कुशल व्यक्ति भी कही न कही त्रुटि कर ही बैठते है । 
वे इसी अर्थ में कुशछ माने जाते हूँ कि मौसिखियों की अपेक्षा उतकी चुटियों की 
वारंवारता बहुत कम होती है। एक टाइपिस्ट का विचार कीजिए--चाहे उसे 
टंकन ( (५७० ) करते हुए दस वर्ष बीत गये हो, पर यह असभव है कि टकन करते 
में उसकी कभी त्रुटि नहीं होती । विशेष रूप से विचार करने के लिए मान लीजिए 
कि किसी एक पृष्ठ पर कम से कम त्रुटि होने की प्रायिकता पच्चीस प्रतिशत है--अर्थात्‌ 
यदि हम टकन किये हुए अनेक पृष्ठों की परीक्षा करें तो उनमें छगभग एक चौथाई 
में एक या अधिक त्रुटियाँ होंगी । अब यदि यह दशा एक अनुभव-शील टाइपिस्ट 
को है तो नये व्यक्ति से इससे कम त्रुटियाँ करने की आशा करना व्यर्थ है। यदि यह 
अनुभवशील टाइपिस्ट नौकरी छोड़ कर जा रहा हो और मैनेजर को मये आदमी 
को नियुक्ति करनी हो तो वह यह जानना चाहेगा कि प्रार्थी की योग्यता लगभग उस 
व्यक्ति के वरावर है या नही जो नौकरी छोड़ रहा है। यदि वह अधिक योग्य हो या 
लगभग वरावर योग्यता रखता हो तो नौकरी देने में कुछ आपत्ति नही होनी चाहिए । 
परच्तु यदि उसकी योग्यता बहुत कम है तो अधिक त्रुटियाँ होने के कारण काम का 
समय अधिक नणप्ठ होगा । यह जानने के लिए कि प्रार्थी की योग्यता कितनी है- 
एक ही तरीका है--वह यह कि उससे टंकन करवा कर परीक्षा ली जाये । मान लीजिए 
कि परीक्षा के लिए टाइपिस्ट को चालीस पृष्ठ टकन के लिए दिये जाते है । परि- 
कल्पना यह है कि प्रार्थी औसतन उस व्यक्ति से अधिक भ्रुटि नही करता जो नौकरी 
छोड़कर जा रहा है । इस आधार पर हमें प्रयोग मे प्रेक्षित त्रुटियों की सख्या के वरावर 
और उनसे अधिक त्रुटियो की प्रायिकता की गणना करना है। 


यदि इस प्रयोग मे दस से कम पुष्ठों में ही त्रुटि पायी जाती है तो स्पष्ठतः ठकन 
उस जौसत मान से अपेक्षाकृत अधिक अच्छा है जिसकी हम आशा करते थे । तब तो 
हमें प्रायकता का कलन करने की कोई आवश्यकता नही है ॥ यह आवश्यकता उसी 
समय पड़ेगी जब परिणाम औसत से खराब हो । आइये, हम देखें कि एक ऐसे प्रार्थी 
के बारे में मैनेजर का क्या निर्णय होना चाहिए जो इस प्रयोग में 73 पृष्ठो को झुटियों के 
कारण विगाड़ देता है। 

यदि आप मैनेजर हूँ तो आप यह तो देखेंगे ही कि परिणाम आश्ञा से खराब है, 
परन्तु आप यह भी जानते हूँ कि ऐसा केवछ संयोग से होना भी समव है; यदि २५७ 


१०४ सांस्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 
पर त्रटियो की परिकल्पना पर प्रायिकता वैरह पृष्ठों पर बूछो 24% 
है तो न्यायभीछ होने के नाते आपरश्रा्वी को असफल घोषित करना ठीक नही कर 
अयद आप उसकी. परीक्षा को और पढ़ा दें तथा उसे कुछ अमिक पृष्ठ टाइप कले । 
दें जिससे औप अधिक कि प्रकोच होफर निर्णय कर सके । बुर होगे 

आइये, अब पास पृष्ठो मे से तेरह अथवा तैरह से अधिक पर ड अफगान पक 
प्रायिकता की गपना की जावे । इतमें हमें अट्ठाइसः भिन्न-भिन्न आ्रयिक 2: 
करके उनका योग करना होका । हैम इसी को एक दुचरे ठग ते भी हहक 

मेहनत कम हो। 


2 (चाठोस में के तैरह अबवा उससे भी अधिक पृष्ठों पर बुडियाँ 8 

च्च्व्- (चालीस में से बारह अबवा उससे भी कम पृष्ठों पर ब्रुढियाँ 83 
परह अबवा उससे भी कम पृष्ठो पर तुटियाँ होने की 22 बा 

करने के लिए केवल तेरह आरमभिक पटनाओं की प्रायिकताओं का कलन करे 


श्रुटियों 4 
[29 का ४0 40 34 
नन्रध के हे ि। / 
0. 82086५8 
तैरह तेरह के अधि रैटियों की प्रायिकता 
बा ५ 0.8208, 
लक 9.7297342 


का रैस प्रकार हम हैं कि “किसी पृष्ठ पर ब्रुढि 448 हे 42४4 
सतिशत अति ९.25 है” ऐसी परिकल्पना के पर अयोग वें और हनाए 
'तिनी कम नही है कि बे परिकल्पना को व्यागने केक वाध्य हो जायें (20006: 
यह विश्वास हो जाये कि आर्षी के छिए किसी पृष्ठ पर जुटि होने की मु 
पीस प्रतिशत से अधिक होगी । इस *था में मेनेजर उस्ते नियुक्त करना नह 
नही समझेगा । नौइटी 
(२) दिपद बटन का उपयोग केवल: ओऔपभधियों के. गुण की परीक्षा मदद 
कैलिए >पयुक्त व्यक्तियों के चुनाव पकही सीमित ही है। झायद इसका सबते पुखक हे 
व्यापार गीकार अयवा करने में होता है । बह 
आरम्भ में ही हम यह देख चुके है कि साथारणतया मनुष्य अतिदे्स के आवार 
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. प्रायिकता 

छ नल लि 
किसी पृष्ठ पर त्रुटि नही है ( ् ह 
केवल एक पृष्ठ पर त्रुटि है | ( ) ( ्ड ) ( डै ) 
केवल दो पृष्ठो पर त्रुटि है | () ( ड़ ) ( डे ) | 
केवल तीन पृष्ठो पर भ्रुटि है | () ( डे ) 2 ( डै ) ; 
केवल चार पृप्ठों पर घुटि है | (,) ( ग ) ह (३ )_ 
कैवल पांच पृष्ठों पर न्रुटि है (ः ) ) हे ( ढ़ ) 























ग 
केवल छ: पृष्ठो पर त्रुटि है (्‌ है लिया ) (३) 
केवल सात पृष्ठो पर त्रुटि है (,) ( ड ) ५ हु डे ) | 
केवल आठ पृष्ठों पर त्रुटि है () ( ् ) हू ( ड़ ) ४ 
केवल नौ पृप्ठों पर त्रुटि है (.)( ् ) ( रे )' 
पका दस पृष्ठो पर त्रुटि है ()( ् ) ( ्ड ) ] 
केवल ग्यारह प्ष्ठो पर त्रुटि है (६. ,) ( ् ) ( ॒ ) है 
केवल बारह पृष्ठो पर बुटि है ()( 3) (३) 


५ प-विक्रम करते है । छेकिन यह बहुत कुछ अनुमान पर आधारित होता है। एक 

बड़ा व्यापारी जो कारखानो से बड़े पैमाने पर माल सरीदता है इस अनुमान को वैज्ञा- 
निक रीति से लगाना चाहेगा कि जिससे उसे अधिक से अधिक छान हो । एक बार में 
उसे जो माछ मिलता है उसे ढेरी ( !०६) फहते है ! यद्यपि कास्सावों में ये वस्‍्नुऐं 
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मशीनों से बनती है, तथापि एक ही ढेरी की भिन्न-भिन्न वस्तुओं में मी अतर पाता बाग 
है। कारखाने की भिन्न-भिन्न मशीनों में अंतर, मशीनों के समंजन (2 पा) 
से पड़ने वाला अन्तर, कच्चे माल में अन्तर आदि कुछ ऐसे कारण हैं जिले भा 
कारखाने से निकली वस्तुओं में अन्तर पड़ जाता है। कलों के उपयोग केक 
मजदूरों की चतुरता पर भी यह बहुत कुछ निर्भर करता है। 
यदि यह अतर साधारण-सा हो तो व्यापारी इसकी उतेक्षा कर 
ग्राहक या तो इस अन्तर को पहचान ही नही पायेंगे या उसको कोई वि रा 
देंगे । परन्तु यह सभव है कि यह अन्तर इतना स्पष्ट हो उठे कि ग्राहिक वर् पा 
अस्वरीकार कर दे । ऐसी वस्तुओं को दोपपूर्ण मानना होगा। कीस्खार्त कै लिए 
रास्ते है--एक तो यह कि वह ढेरी में से प्रत्येक वस्तु का विरीक्षण करके के 
दोपयुक्त वस्तुओं को निकाल दे ॥ इस प्रकार वे माल के शत अतिहतक 
की प्रतिश्रुति ( 8५०:97:८०) दे सकते हैं। छेकिन इस तरीके में दो का हर 
है। पहली तो यह कि हर एक वस्तु के निरीक्षण से भी बिलकुल । 
कह सकते कि हर वस्तु ठीक ही है। इस कथन पर पहले तो आपको आवर्े द 
परन्तु निरीक्षण तो मनुष्य द्वारा ही होता है और मनुष्य से गलती होता सामान: 
है। यदि एक मनुष्य सैकड़ों वस्तुओं का निरीक्षण कर चुका है और वह 4 कंज लक 
है तो यह स्वाभाविक है कि शोप वस्तुओं का निरीक्षण उतनी बारीकी से वर 2 । 
यह भी संभव है कि वह कई वस्तुओं को बिना ययेष्ट परीक्षण के ही खीकादह 
दूसरी कठिनाई यह है कि इस निरीक्षण से व्यय बढ़ जाता है । पु 
मान लोजिए कि एक ढे री में दस हजार वस्तुएं है जिनकी कुछ कीम7 2 व्यापारी 
रुपया है और इनमे से एक प्रतिशत दोपयुवत है । इसका यह अर्थ हुआ. धदकः 
एक हजार रुपये की वस्तुएँ नहीं वेच पायेगा । और यदि उसने बेच भी दी तीवः 
उसे उनको वापिस छेकर दोपरहित वस्तुओं से बदलना पड़े। यदि इस हि 
के छिए कारखाना या व्यापारी पूर्ण निरीक्षण का प्रयोग करे जिसमें उसकी । 
रुपये से अधिक का खर्चे पड़ जाये तो इस निरीक्षण का कोई विश्येप छाम कह 
कुल व्यय का हिसाव लगाकर व्यापारी ढे री में कुछ प्रतिशत दोपयुवत वस्तु ब्य 
करना स्वीकार कर छेगा। दा 
दूसरा रास्ता उसके लिए प्रतिदर्श पर निर्भर करता है। प्रतिदर्श विताई पुर 
होना चाहिए, यह इस पर निर्मर करता है कि व्यापारी को कितनी अतिशत * 8 
बस्तुएँ स्वीकार करना सहन है। यदि हम श्रुटि की इस चरम प्रतिद्वतवां की ४ 


क्षा कर देगा झा 
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सूचित करें तो हमारी साह्यिकीय समस्या केवछू इस परिकल्पना की जांच करना है 
किढेरी में ? प्रतिशत वस्तुएं या ?? प्रतिशत से कम वस्तु दोपयुवत है । यदि प्रतिशत 
में दोपयुक्त वस्तुओं का अनुपात 7? से अधिक /?' हो और उपर्युकत्त परिकल्पना के 
आधार पर परिकलित इस घटना की प्रायिकता बहुत कम हो कि प्रतिदर्श में /” प्रतिशत 
अववा उससे अधिक वस्तुएँ दोपयुवत है तो हम यह समझेगे कि उस परिकल्पना को 
इस प्रयोग के आधार पर अस्वीकृत कर देना चाहिए और यह मानना चाहिए कि वास्तव 
में ढेरी में दोपयुकत वस्तुज़ों का अनुपात 2? से अधिक है । इस दछ्चा में ढेरी को अस्वी- 
कार करना ही युक्तिसगत है । क्योकि 2 प्रतिशत ही वह पराकाप्ठा है जहाँ तक बह 
ढेरी का दूपित होना वहन कर सकता है । 

स्पप्टतया इस उदाहरण में तथा पिछले उदाहरण मे, जिसमे प्रारथियों के चुनाव 
की समस्या थी, बहुत अधिक समानता है ॥ वास्तव में वैज्ञानिक अनुसधानों और प्रति- 
दिन के जीवन में, ्रय-बिकय मे, योग्य व्यवितियो के निर्वाचन मे, तथा नये-मये साधनों 
की कार्य-साधकता की परीक्षा में सैकडो ऐसे उदाहरण हमारे सामने आते है जिनमे 
हम यह जानना चाहते हैँ कि कोई विशेष प्रयोगलुब्ध अनुपात किसी दी हुई सख्या से 
बडा है अथवा नहीं । इन सब स्थितियों में प्रायकताओं की गणना द्विपद वटन की 

सहायता से की जाती है। 


$ ६'३ ह्विपद वंटन के कुछ गुण 


पाठकों को इस महत्त्वपूर्ण वटन के बारे में अधिक जानकारी करने की उत्सुकता 
अवश्य होगी । इसके कुछ गुणों का वर्णन नीचे दिया गया है -- 

(१) यह वटन असतत है। यदि प्रतिदर्श-संख्या 7५ है तो द्विषद-चर केवल 
(४--१) भिन्न-भिन्न मान घारण कर सकता है जो ०0, 3, 2, 3, 4,--०/--० ००" है । 


(२) इस चर का मान ४ होने की प्रायिकता ([ +) # (--%#) 7४” है। 


/ शून्य व एक के बीच की कोई सख्या है । इस प्रकार 2४ और / दो ऐसे मान हैँ जिनसे 
विशेष द्विपद वटन निदिष्द हो जाता है। 
(३) इसका वटन-फलन (0$६पंकपंगा धिए८प०7०). याने # अथवा # 


डर हर दा 
से कम मान धारण करने की प्रायिकता क (5 ( ) #(7-7)7४7 है । 


(४) परिभाषा के अनुसार इस वटन का साध्य अथवा प्रत्याशित मान 
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,न्‍्हणन ट() 


् १० 
्ट स् फ्र्स्-्णी #7$ 
गत (४-2... के को 
हक कणों ओ! ४ 
जू  फतगी हि) 
ु >> विश 
क्योकि #क पता 
(3) इसी प्रकार इस बठन का प्रंसरण 
० ( हर) 7 27 (४-5 2 | 
बन हि [नाश फ्)नः ॥:())| 
बन हि (7) -: फ्रः 0) 
१ 
जप ( ) क कोण 


हा] 


दे | 
बन (नाते ज़ाएए-ओ! ्ट्ट | 


हिल्क0 


बच पे ((४--) की ह (.) का धर 5 


कनटेबत0 


4 घ- 
वर पे /) छह कट 
आए 


॥ 


507) 
की बा 


+ ४४८2 


कल्वन्१0 3. 
>> प (एक ए+9 पी फछ 
जे पक 8 को कं ४] 
ह(ऐ>पफ ( 3) # ५ 
इसलिए. ण(ओ .>प(४--ऐ है लयिएप ४ 
स््योपनय 
स्पा 
च्च्पव 


(+) 2] 
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हम इस वंदन के सभी घूर्णों का उपर्युक्त रीति से परिकलन कर सकते है । 
यह रीति अब तक पाठकों को स्पष्ट हो गयी होगी । इसलिए और अधिक धूर्णो की गणना 
करना यहाँ आवश्यक नही है। प्रथम दो घूर्ण माध्य व विसरण जिनका परिकछम 
ऊपर किया गया है अधिक महत्त्व रखते है, जैसा कि आगे हमे विदित होगा | इसके 
अतिरिक्त इस वटन के अन्य गुण जैसे माध्यिका (77८तीथ)), च॒तुर्थक (पुप्धार्धों०३) 
दश्ममक [ 8८८०५ ) या शततमक ( $#छव्थ्यपरौ८ ) भी वटन की सभी 
घटनाओं के ज्ञात होने के कारण परिकलित किये जा सकते है, किन्तु क्योकि यह्‌ 
एक असतत वंटन है इसलिए परिभाषा के अनुसार यह वहुत सभव है कि कई गुण 
वटन में विद्यमान न हो। मान छीजिए 2--० और #5८-३ | इस स्थिति में 
# केवल तीन मान धारण करता है ०, 7 और 2 । इनको धारण करने की 
प्रायिकताएँ क्रमश. ६ , $ और $ हूँ । इस वटन में कोई भी ऐसी सख्या नही है 
जिसके वरावर या उससे कम मान धारण करने की प्रायिकता 3 हो । इस प्रकार 
परिभाषा के अनुसार इस वंटन में कोई माध्यिका नही है । हम चाहे तो इसको ०और 
? के बीच की कोई सख्या मान सकते है क्योकि ० मान धारण करने की प्रायिकता 
$ <35> और ० या। धारण करने की प्रायिकता ई>ऊ> है। 
परन्तु इसी तक से यह माध्यिका 7 और 2 के वीच की कोई संख्या भी हो सकती है । 
इस प्रकार किसी यथेच्छ नियम द्वारा यद्यपि भाध्यिका की परिभाषा दी जा सकती 
है, परन्तु उसका कोई विशेष महत्त्व नहीं होगा | जिस प्रकार इस द्विपद बटन में 
माध्यिका का अस्तित्व नही है उसी प्रकार इसमें और अन्य कई द्विपद वटनों में दहममक, 
शततमक आदि का अस्तित्व नही होता | इसी कारण ये गुण इतने अधिक महत्वपूर्ण 
नही समझे गये है तथा इनके परिकलन के लिए व्यर्थ चेष्टा यहाँ नही की गयी है 
$ ६-४ हिपद-बंटन के लिए सारणी 
इस बटन का बहुत ही व्यापक प्रयोग होने के कारण सभव है कि एक ही २४ 
थौर # के मानवाकछे वटनो का अनेक वैज्ञानिक भिन्न-भिन्न स्थितियों में तथा भिन्न 
भिन्न देशों मे उपयोग करते होंगे । इन सबको वार-वार एक ही प्रकार वा परिकलन 
यदि केवल यह जानने के छिए करना पड़े कि प्रयोग के फल को देसते हुए परिकत्पता 
को स्वीकार करना चाहिए अबया नही, तव यह मानसिक शझवितियों का अपव्यय होगा । 
वया यह नही हो सकता कि जिस किसीने एक वार एक विद्येप वटन के छिए परिकंडन 
किया हो वह्‌ उसको अपनी और दूसरो की वृधा मेहनत बचाने के छिए अभिरेस-वद्ध 


११० सांख्यिक्को के सिद्धान्त और उपयोग 


कर छे और प्रकाशित करा दे? इसी विचार से सांहियिकों ने ईई बत्ती 


तैयार की है जिसमें 

है (यरि जलती 
| ब्न्न गम 

(४) 3 ्ि )ए ५ ही 
क्के 

के मान ऐएं के एक से लेकर पचास तक के, # के शू से लेकर प्र द्खे हैं 

के 0.0, 0.020, 0:0%/* ,..०.9$ ०997-00 मानों के लिए 

उदाहरण नीचे दिये हुए है। 
















सारणी संख्या 6.2 
दो ढिंपद-वंटनों के संचित 
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४-4० |550.25 

7 | 0) 7 #() 

()| ७) . ()) 
|| 0.0000007 कप 
| 55 | 0.0000006 0.7797342 
76 | 0.0000028 0.2848556 

गए | 0.0000723 0.4760959 

38 0.0000486 0.5604603 
| 39 | 0.0007749 0.7०007677 
(38) 0.0005724 0.878045$ । 
डा 0.0077084 0.9037754 
व | 0.0046575 0.9567260 
हि 0.077564 0.98393578 

| 2५ | 0.0262449 0.9953०043 
न 0.०544372 0.9989843 
 खिोो्््िचिनजत 











विस्तृत सारणी के लिए देखिए---'५४७]०४ ०६ धाल 6०्याएथि० ऐशब- 


फ्जात्पंगा!! एज एथशो एटश50क, 


श्श्र सांद्ियिकी के सिद्धाग्त और उपयोग 
बंटन का उपयोग 


8 ६५ एक मनोवैज्ञानिक सिद्धान्त की जाँच में द्विपद | 
हम इस अध्याय को एक मनोवैज्ञानिक प्रयोग के विवरण से समाप्त करेंगे मिस 
इस वंटन का प्रयोग होता है । 


एक ही काम करने के कई ढंग हो सकते हैं । संभव है 
सब ढंग ज्ञात हों । यदि उसके पास सोचने का काफी समय 
है तो वह अवश्य ही इनमें से सवसे सरल पद्धति को अपनायेंगा । यह 
सिद्धान्त है कि यदि मनुष्य थका हुआ हो अथवा उसके पास सोचने का अधिक है /* 
न हो तो वह कार्य करने की उस पद्धति को अपनायेगा जिसकी उसने सर म्शुप 
था। यह केवल एक सासख्यिकीय कथन है । इसका यह दावीं नहीं है किसी 
प्रत्येक वार जब ऐसी स्थिति होगी तो इस ही प्रकार आचरग करेया। प्ि 
यह्‌ बताता है कि अधिकतम मनुष्य उसी तरीके को अपनायेंगे जिसे उहग है 
सीखा हो । 
समस्‍या है इस प्रयोग द्वारा सिद्धान्त की परीक्षा करने की । कालेज के मी 
विद्यार्थियों को गुणा करने के दो तरीके सिखाये गये इनमें से नौ को पका 28 
प्रथम और दोप नौ को दूसरा तरीका प्रथम सिखाया गया । एक दिन छाप 6 
मानसिक परिश्रम के पश्चात्‌ उनको गुणा करने के लिए कुछ प्रइन दिये गये। दवा 
के अनुसार यह आशा की जाती थी कि थकान के कारण ये विद्यार्थी उ्ते 20) मे 


उपयोग करेंगे जिसको उन्होंने पहले सीखा था। प्रत्येक विद्यार्थी को दो श्रेगिय 


एक में रख दिया यया। एक श्रेणी तो उन विद्यार्थियों की थी जिल्होने अवम के । 
तरीके का उपयोग किया, दूसरे वे जिन्होने बाद में सीखे हुए तरीके का री * > 
वह परिकल्पना जिसकी हम परीक्षा करेंगे यह है कि पहुछे और बा 95 पं 
तरीको को इस स्थिति में अपनाने की प्रायिकताएँ बराबर है अर्थात दोनों ता 
हु है। यदि प्रतिदर्श में इन दो श्रेणियों के अनुपात की सस्या बरावर नें * 
उनमें अन्तर इतना ही होना चाहिए कि यह समझा जा सके कि यह कैंव | ही 
फछ है। प्रेक्षित अंतर अथवा उससे भी अधिक अतर की प्रामिकता इतनी के रे 
होनी चाहिए कि हमें अपनी परिकल्पना से सदेह होने उगे । यदि यह हर अर 
और हम परिकल्पना को अस्वीकार करते है तो हम यह भी कह सकते हैँ कि इस विदा 
की पुष्दि होती है कि घकान की दशा में प्रथम सीखे हुए तरीके के अपनाये जातेवी नर 
आधिकता है। मं 


कि एक ही मत 
है और मस्तिष्क लए 
एक मतोदव 


द्विपद घंटन ११३ 


प्रयोग में देसा गया कि केवल दो विद्याथियों को छोडकर बाकी सबने पहले सीले 
हुए तरीके का उपयोग किया । ये आकड़े नीचे सारणो में दिये हुए है । 


सारणी संख्या 03 










न लक पद्धति जो अपनायी गयी 

















पहिछे सीसी हुई | बाद में सीसी हुई ॥ 

। | 
(7) [| _ (2) 6 () '(__ (4) 
बारवारता | 36 2 | 78 





इस प्रेक्षित अतर और इससे अधिक अन्तर की प्रायिकता के कलन नीचे दिये 
हुए हैं । 
सारणी संख्या 64 
घटना 


ट हि 
| 
| 








76 पहछी श्रेणी और ० दूसरी श्रेणी में 





77 पहली श्रेणी और 4 दूसरी श्रेणी में 





78 पहली श्रेणी और दूसरी श्रेणी मे कोई नहीं 
इसलिए 76 था उससे अधिक विद्यार्थियों के प्रथम श्रेणी में होने की प्रायिकता 
#-- /+0”४* ( 789>77 ) 

(७) ५ । 75 नशकय 


82 


बसा. 278 





प्रा 
#_#ल 737025 
<<0.007 





श्श्ड सांट्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 


प्योकि यह प्रायिकता एक हजार में से एक से मी कम है, हमें उस आशए इस 


होना स्वाभाविक ही है जिससे इस प्राथिकता का कलन किया गया है नौर एक 
दा 


हम परिकल्पना को अस्वीकार फरते हैँ ॥ इसका विउल्प यह है कि प्रयोग 4६ 
की पुष्टि होती है 

इस अध्याय में हमसे केवल द्विपद यंटन के उपयोग पर वियार झिया है 
कुछ पदनाओं की प्रायिक्ताओं का परिकलन किया जा सता है। ईईम 
की जांच केवल प्रासग्रिक थी । अगछे दो अस्‍्यायों में हमयुछ भय पटतो 8 5 
फरेंगे जोर उददरणों द्वारा उसके उपयोग को समतयेंगे। इसहे पथ £ ई 
परितयना की जाँच के सिदान्त (००३ रण 8गाट़ ० 0 
प्रतिदश-सस्या का निश्चित करना एत्यादि अन्य समधित समस्यानी पर 7 4 
विचार करेंगे। 





अध्याय ७ 
प्वासों-वंदन ( ए०ं5४०४१५ व$६पर9प्रत॑णा ) 


/ $ ७१ कुछ परिस्थितियाँ, जिनमें प्वासों-वंटन का उपयोग होता है 


पिछले अध्याय में जब हम द्विपद वंठटन के उपयोग पर विचार कर रहे थे, तब 
/ हमने एक निर्दिष्ट प्रतिदर्श सख्या छी थी और हमें ज्ञात था कि उसमे एक विशेष घटना 
कितनी बार होती है, और यह भी ज्ञात था कि वह घटना कितनी वार नही होती । 
उदाहरण के लिए टाइपिस्ट की परीक्षा के लिए हमने देखा था कि चालीस पृष्ठो में से 
तेरह पृष्ठों पर ्ुटियाँ थी व सत्ताईस पुप्ठो पर कोई यछती न थी । किसी औपध के 
लाभदायक गुण की परीक्षा के लिए हमने यह गणना की थी कि कितने रोगी आरोग्य 
लाभ कर लेते हूँ और कितने ठीक नहीं होते । 
परन्तु ऐसे भी कई प्रयोग है जहाँ यद्यपि हम यह तो गिन सकते हैँ कि घटना कितनी 
बार होती है, परन्तु उसके न होने की सख्या इतनी अधिक होती है कि उसके ग्रिनने की 
परेशानी से हम बचना चाहेंगे । टाइपिस्ट की परीक्षा को ही एक दूसरे दृष्टिकोण से 
देखा जा सकता है। कल्पना कीजिए कि टकित पृष्ठ पर लगभग साढ़ें-चार सी दब्द 
है, जिनमें लगभग अठारह सौ अक्षर हैँ और औसत से एक पृष्ठ पर केवल 7.5 ब्रुटियाँ 
हो सकती है । इसका यह अथं है कि एक अक्षर के गलत टकित होने की प्रायिकता 


५. 5 टच ढ ि २ 
प्रायः --०.. है। इस दशा मे गलतियों की भिन्न-भिन्न सख्याओं की प्रायिकता के 
3800 


परिकलन में द्विषद वटन के उपयोग में दो कठिनाइयाँ हैं । एक तो यह कि इतनी कम 
प्रायिकता और इतनी अधिक प्रतिदर्य सख्या के लिए पहले से परिकलित द्विपद वटन 
को सारणी प्रस्तुत नही है । इस कारण इस प्रकार के हर प्रयोग में नये सिरे से परिकलन 
आवश्यक होगा । दूसरी कठिनाई, जो सैद्धान्तिक रूप से अधिक महत्त्वपूर्ण है, यह है 
कि प्रत्येक पृष्ठ पर अक्षरों की सख्या ठोक अठारह सी वो नही है । किसी पृष्ठ पर 
बह केवल 7760 हो सकती है, जब कि अन्य किसी पृष्ठ पर 7840 तक पहुँच सकती 


११६ सांड्यिकों के सिद्धान्त और उपयोग 


है। हमारा प्रत्तिदर्श एक पृष्ठ है, न कि अठारह सौ अक्षरों का एक समूह | द्विपद 
बटन इस बात पर आधारित है कि प्रतिदर्श-संख्या निश्चित हो । 
इसी प्रकार एक व्यापारी दिन में 25 वार अपने टेलीफोन का प्रयोग करता है । 
इन प्रयोगों में, जो सक्षिप्त समाचार भेजने के छिए किये जाते है, समय बहुत कम या 
लगभग नही के बराबर छगता है। इस घटना की प्रायिकता कि किसो एक विशेष 
क्षण पर व्यापारी अपने फोन का प्रयोग कर रहा होगा, छगभग शून्य है। फिर भी 
दिन भर में इतने अधिक क्षण होते है कि पूरे दिन में हम औसतन 25 समाचार भेजे 
जाने की ही आशा करते हूँ । 
जब एक डाक्टर कीटाणुओ या वैक्टीरिया की मौजूदगी का पता छगाने के छिए 
किसी रोगी के रक्त की परीक्षा करता है, तो उसकी विधि सक्षेप में निम्नलिखित है । 
रक्त की बूंद को एक पतली काँच की पट्टी पर फैला लिया जाता है । यह पट्टी अनेक 
छोटे वर्गों में विभाजित होती है । व्याधिविज्ञ इनमें से कुछ वर्गो में कीटाणुओं की गणना 
करता है। कुछ थोड़े से वर्गों में कीटाणुओं की गणना की जा सकती है, परन्तु 
कदाचित्‌ कुल वर्गों के कीठाणुओं को ग्रिनना कठिन है। इसी प्रकार कारखाने की 
तैयार वस्तुओ में भुठियों की गणना की जा सकती है पर अ-न्रुटियों को नही । 
इस सभी अवस्थाओ में, यादृच्छिक प्रयोग की प्रतिदर्श-सख्या या तो बहुत बड़ी 
और ज्ञात होती है अथवा इतनी बड़ी होती है कि उसका जानना ही कठिन है। साथ 
ही साथ प्राथमिक घटनाओ की प्रायिकता बहुत ही छोटी, शून्यप्राय ही होती है, लेकिन 
प्रतिदर्श-सख्या के बड़े होते के कारण प्रतिदर्श में उस घटना के होने की प्रायिकता इतनी 
छोटी और यून्यप्राय नही होती । अत. हम द्विपद वेटन का प्रयोग छोड़कर एक 
दुसरे प्रकार का वटन अपनाते हैं । यह वटन भी द्विपद वंंटन से ही व्युत्पन्न है। 
$ ७२ द्विपदवंठन का सीमान्त रूप 
हम इस प्रकार के 2४ और 9 के अनेकों मानों की कल्पना कर सकते है, जिनका 
गुणनफल 7.5 हो । जैसे 2२००३, 7स्‍-व्रें। रैफ३०, उतत्डें; 2४9, #चचहेः 
हे + िन्ग500, #-*+,केठठ सोदिं । 
जैसे जै से ४ का मान वढ़ता जाता है, # का मान बून्य की ओर अग्रसर होता 
जाता है। ये सभी मान-युग्म एक एक द्विपद की परिभाषा करते है, जिनमें सबके 
प्राचकों का गुणनफल 7.5 है। द्विपद चर केवल पूर्णसख्यक मान ही धारण कर सकते 
हैं। किसी पूर्ण सख्या को छीजिए तो इनमें से हर एक वंटन के लिए हम इस चर के इस पूर्ण 
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संख्या से कम अबंवा वरावर मान धारण करने की प्रायिकता का कलन वार सकते है । 
जैसे-जैसे /४ का मात वढ़ता जाता है, यह प्रायिकता एक निश्चित सीमान्त सस्या की 
ओर अग्रसर होती जाती है। हम एक ऐसे वटन की कल्पना कर सकते है, जिसके छिए 
चर के उस विशेष पूर्ण-सख्या से कम या बरावर मान धारण करने की प्रायिरता यही 
सीमान्‍्त सख्या है। यह वात केवछ एक विद्येप पूर्ण-सस्या के लिए ही नही वर्कि प्रत्येक 
पूर्णमंस्या के लिए सत्य है। आइए, हम देखें क्रि इस सीमानत बटन की परिभाषा कया 
है। अर्थात्‌ इस वंटन में चर के छिए किसी विज्येप मान 7 को प्राप्त करने की प्रायिकता 
वया है। हम इस वटन के साधारण रूप का परिचय प्राप्त करना चाहेंगे, न कि केवल 
ऐसे द्विपद वटनों के सीमान्त रूप का, जिनके प्राचल )ए और # का गुणनफल॥.5 हो । 

यदि हम इन द्विएद वटन के माध्य को » से सूचित करे तो प्राथमिक धदना की 





प्रायिकता $ को स्स् बरावर रस सकते हैं । यह इसलिए कि द्विपद बटन में माध्य 
का मान ५७ होता है जैसा हम पिछले अध्याय में सिद्ध कर चुके हूँ । 
जतः 4फच्न्मे 


8 ल--+ 


ष्् 
इस प्रकार » तो अयर है और सीमान्त विधि में केवल श४ का भान उत्तरोत्तर 
बढ़ता जाता है। आइये, हम देसे कि उपयुंवत वढन में चर का मान होने की प्रायिन 
पैतोा कया है । 


20) ० () # (फोर 
प्‌ 0-१७ )) (ह-74 7) (2) (न) ह 
-्-ए ( है] ) कर, (नई ) (-छ 
(0-5) 


जेब यदि + के किमी निश्चित मान के रिति सर शा माल बद्गा छावा ६ 


( ) (्‌ /,४४ (नं 3 (न 





वो 
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थे सभी सख्याएँ 7 के अधिकाधिक निकट आती जाती हैं । और (सं 


अग्रसर होता है . की ओर जहां 





8 च्लपयी न ] मंजर न 
बम बने » 7 
का । 
ओर ८ का एक विशेष गुण यह होता है कि किसी भी संख्या के लिए 
श्ट 
८ न 7+-++2+ ++ 
व | 
<्छ 
बनने खा 
ख्ब्य गा 
इस प्रकार प्रायिकता ?(0)5२ -7- ४ । वह बटन जिसमें चर केवल पूर्ण संस्याओ 


केही बरावर हो सकता हो और प्रत्येक पूर्ण सख्या के बराबर हो सकता हो और 
जिसमें घर का मान किसी पूर्ण संख्या 7 के वरावर होने की प्रायिकता 


2900) -+ सु हे (जो 


हो बह प्वासो वंटन के नाम से विख्यात है । पाठकों की ज्ायद यह भ्रम हो कि इस प्रकार 
का बटन हो भी सकता है अयवा नहीं, इसकी परीक्षा हर एक पूर्ण सख्या से सगत 
प्रायिकताओं का योग करके हो सकती है | यदि यह योग 7 हो तो हम कह सकते हूं 
कि इस प्रकार का वंटन सभव है। 
बज 
का 7 


घर +सत शक न 


ब्न्ट «९2 
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यह स्पष्ट है कि किसी भी द्विपद वंटन का पूर्ण ज्ञान हमे 7४ और $? के मानों के ज्ञा 
से हो जाता है क्योंकि सभी प्रायिकताएँ इन्ही दो सख्याओ से व्युतपन्न हैं। किसी भे॑ 
बंटन में ऐसे मानों को जिनसे उसकी परिभाषा होती है उस बटन के प्राचः 
(एक्भ्ागटटा$) कहते है । प्वासो-वद्न के लिए केवल एक) का ही मान जानने 
धावश्यक है। यही इस बंटन का अकेला प्राचल है । 


8 ७३ वास्तविक वंदन का प्वासों-वंदन द्वारा सन्निकटन 

अब यह देखा जा सकता है कि ऊपर जो उदाहरण दिये गये थे और जिनमे दिप 
बंटन के प्रयोग में हमें हिंचकिचाहट थी उनके लिए प्यासो-वटन द्वारा वास्तवि 
प्रायिकताओं के काफी अच्छे सन्निकट ( गएएए०फ्ग720४) मानो के परिकल 
किये जा सकते हूँ । इसका कारण यह है कि सीमान्त मान की परिभाषा के अनुस 
यदि !ए के किसी फलन _ (7४) का सीमान्त मान & हो तो ययेप्ट रूप से बडे ४ फ्रेडि 
और (५) में अतर शून्य की ओर अग्रसर होता जाता है। 

इस वंटन का सबसे प्रसिद्ध उदाहरण है बोर्ट-केविच ( छणफण्णयोरद 
द्वारा संकलित आधार-सामग्री जिसको प्रोफेसर रोनाल्‍्ड ए फिश्चर (९.२) [४४९ 
ने अपनी पुस्तक में भी उद्धृत किया है। दस फौजी टुकड़ियो में वीस बर्षों में 
मृत्युएँ घोड़े की दुलत्ती के आधात से हुई थी यह उनसे सबधित आँकड़ों पर आर्धा। 
है। इनको नीचे सारणी में दिया हुआ है। 


सारणी संख्या 7 




















| वर्षो को “7 उवो कल करवारता | 
मृत्यु सख्या जनमें यह मुत्यु संस्या । 
| ..>->+मज-त+++ “| 
है हा कलश 
८ 5 2030 टच: 
ठ ॥ 5 
वड आा इस आि 
4. 7 
किक: आम आन 
30 2 ७ नम 
6 | 0 


हम देखते है कि कुछ मृत्यु-सस्या 
(०:८3०9)--(7 65) न (22 22)+6% 3 न (२६ |) 
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5८63 --44+9++ 

च्ज्य्ठ्ठ है। 
अर्थात्‌ प्रति दुकड़ो प्रतिवर्ष मृत्यु संख्या 0.67 हुई । इसलिए हम » का माय ०67 
ले सकते हूँ और तव ढो +२0.543 (तीन दश्षमछ॒व अंक तक सही) । अलग 
अलग घटनानों की प्राथिकता का परिकलन उस प्वासोंब्यटन के जाधार पर जिसमें 
प्राचछ 2०-०6] हो नीचे दे रसा है । 


सारणी संख्या 72 


3 नकल कलम. जी के ही ली की मर लानत कप पल जी कक 
् प्‌ नम 
प्रति दुकड़ी प्रति दो सो घटनाओं में वास्तविक 











यर्ष मूत्यु सख्या |.“ व्िकिता अपेक्षित वारबारता | वारबारता 
लत (3 (9) (8) 
० है +50'543 708/6 709 
दर जेश >50.337 66-2 65 
8. 
2 धि & % न्त0प0 202 थ्ड 
३] 
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८. रा €. #्ू#0 0:27 के हट । 
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अवेक्षित और वास्तविक वारंबारताओं की तुलना करने से पाठकों को यह विद्वास 
हो जायेगा कि इस प्वासों वटन के आधार पर परिकलन करके हमें वास्तविक मृत्यु 
संख्या का एक अच्छा सन्निकट मान प्राप्त हो सकता है । विद्येप रूप से जब हम जानते 
हूँ कि यादुच्छिक प्रयोग के फलस्वरूप वारवारता अचर नही होती और भिन्न-भिन्न 
प्रतिदर्शों में वह भिन्न-भिन्न हो सकती है । अतः यह मान लेना असगत नही समझा 
जा सकता कि मृत्यु-सख्या एक प्वासो-चर है जिसमें प्राचछ का मान 0.67 है ॥ यद्यपि 
प्रकृति मे यादुच्छिक चर किस प्रकार आचरण करता है इसका ठीक पता न हमें है और 
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न लग सकता है तयापि प्वामों-चर एफ ऐसा सरल और सतोपष जनक निरूपषण है जिसके 
जआापार पर हम घटनाओं की प्रायिकतानों का जनुमान लगा सफते है तथा उनके बारे 





में किसी हृद तक भविष्यवाणी भी कर सकते हूँ । यह देसा गया है कि हर एक प्रकार 


को जाकस्मिक घटनाओं के लिए यह बटन एक अच्छे प्रतिरूष का वाम देता है । यह 
बसे भी स्पप्ट है वयोकि यह द्विपदन्यटन को सीमान्‍्त छूप है जब प्राथमिर घटना की 
प्रायिकता | शून्मप्राय हो जाती है। प्रायिकता का घूल्यप्राय होना जथबा घटना का 
पराकस्मिक होना एक दही वात के दो रूप है । घटना को ज्यकम्मिक उस समय बहते हू 
जब इसकी आज्ञा नही की जाती । ज्ाशा न करने का कारण यह होता है कि उस घटना 
की प्रायिकता बहुत कम होती है और हमारे पनुभव में ऐसी घटता के बार-बार होने 
को सम्भावना नी बहुत कम रहती है। 
$ ७४ प्वासों-वंटन के कुछ गुण 

आइये, अब हम प्वासो-बटन के बारे में कुछ और जानकारी प्राप्त करे । 

(१) यह वंदन भी असतत है और प्यासो-चर सभी पूर्ण-मस्याओं के बरावर 
माद धारण कर सकता है तथा अन्य कोई मान नहीं धारण करता । 

(२) परिभाषा के अनुसार इस बटन का माध्य 
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इस प्रकार इस वंटन का माध्य इसके प्राचछ » के चरावर होता है । 
(३) इस वंटन का प्रसरण (एक्ष्यंभा८८) 
म॑ (0) न" (४) -- 585 (७) 
अप 


नं आकर 8 | >> उन्ज 
ब्रेन का 


3 2 
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लेकिन 5 टी और 50024 8 
हशन0 (7-9) ध्वपन० (॥-7)7 
ल्‍ गे (छ) न+ जेट पट्टी न 5583 | 


सल्मेर--तेनमेर 
न््ने 
इस प्रकार यह एक ध्यान देने योग्य गुण है कि इस वठन का माध्य और प्रसरण दोनो 
ही इसके प्राचल » के वरावर होते हैँ । इस माघध्य और प्रसरण का कलन हम दूसरे 
ढग से भी कर सकते है। हमें यह तो याद ही है कि यह उस प्रकार के द्विपद-बंटनों का 
सीमान्त रूप है जिनमे 2 और | का गुणनफल » के वरावर है। दविपद वटन में माध्य 
का मान /ए४ और प्रसरण का मान 7४४४ होता है। इसलिए हम आशा करते हूँ 
कि प्वासों-बटन के माध्य और प्रसरण क्रमशः 2४४ और 2४४६ के सीमान्त मान होगे । 
लेकिन सपने 
और 4ृसन ३ -#नत 7- ० 
य्ष 
>े एक अचर है, इसलिए जैसे-जैसे 7४ का मान बढ़ता जाता है ् का मान 
शून्य की ओर तथा 7-- पा मान 7 की ओर अग्रसर होता जाता है। इस प्रकार 


प्‌ का सीमान्त मान + है । 
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इसलिए !५७६ का सीमान्त मान » ६ नये है। 
(४) यदि दो स्वतन्प प्वासों-चर हों जिनके प्राचल ऋमश- 2 और )५ हों तो 
इन दोनों चरों का योग भी एक प्वासों-चर है जिसका प्राचल (न) है। 
ऊपर लिखे सिद्धान्त को हम एक उदाहरण द्वारा समझने की चेप्टा करेगे। 
मात छौजिए एक मिल को फौज के लिए सूटों का कपडा बनाने का ठेका दिया जाता हे । 
एक सूट में एक पतलूत और एक कमीज है जिसके लिए कपडा मिल के दो विभिन्न विभागों 
भें बनता है। बने हुए सूट में दोपों की संख्या एक यादृच्छिक-चर है जिसका वटन 
प्वासों-बंडन माना जा सकता है । यदि पतलून में दोषों की सख्या एक प्वासो-चर हो 
जिसका प्राचल 2, है और कमीज के दोपों की सख्या भी एक प्वासों-चर हो जिसका 
प्राचल », है तो पूरे सूट में दोपों की सख्या अर्थात्‌ इन दोनों दोष-सख्याओं का योग 
भी एक प्वासों-चर होगा और उसका प्राचल ()३--)५) होगा । 
मूठ के कपड़ों को छोटे-छोटे लाखो वर्गों में बांदा जा सकता है जौर किसी विश्येप 
वंग में दोप के पाये जाने की प्रायिकता बहुत कम हैं। इसलिए दोपयुबत वर्गों की ससया 
लिए प्वासो-वृंटन का उपयोग इस स्थिति मे युक्‍्ति-युवत है । इन्ही कारणो से पूरे 
पृ के दोषों के लिए प्वासों-बटन का उपयोग भी युक्ति-युवत ठहराया जा सकता है ! 
नयोंकि ), से औसतन एक पतलून मे पायी जानेवाली दोपसंख्या और 29 से औसतन 
एक कमीज में पायो जानेवाली दोपसख्या सूचित होती है । इस कारण एक सूट मे 
औसतन (),-)-)७) दोषो की आशका की जा सकती है। यही कुछ दोपसख्या का 
प्राचल है। 
ऊपर की अस्पष्ट यूक्ति से हम जिस सिद्धान्त पर पहुँचते है. ज््सूकी संतोपजनक 
पधारीति उपपत्ति नीचे दी जा रही है । 
मान लीजिए 5 और ४ से दो स्वतस्व प्वासों-वरों को सूचित किया जाता है 
जिनके प्राचल) और), है । हम माझूम करना चाहेंगे कि यादुच्छिक-चर ( अ+ ४) 
बदन क्या है। हपौर श दोनों केवल पूर्ण-सरयक मान ही धारण करते है । इस- £ 
लिए यह्‌ स्पष्ट है कि (20.-2) भी केवल पृर्ण-संस्यक मान ही धारण कर सकता,” 
है। जाइए, देखें कि (४) के मान # धारण करने की प्राबिकता क्या है जहाँ ४? 
एक पूर्ण सख्या है। यह मान निम्नलिखित स्थितियों मे धारण किया जा सकता है । 
7... ऊेच्चआ फ़्ज० 
3... ऑ्क्‍ऑनना, न््स्ड 
3... ऊलऑ--० कज् 


श्र्ड सांख्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 
|| हैः < श--#--7 
#_रन7 रें--० फ्लक 
इनमें से प्रत्येक घटना दो घटनाओ का प्रतिच्छेद है । और क्योकि ये दोनों घट- 
नाएँ स्वततन्न हे इसलिए इस प्रतिच्छेद की प्रायिकता इन दोनों घटनाओं की प्रामिकताओं 
का गुणनफल है। इस कारण इन ऊपर लिखी घटनाओं की प्रायिकताएँ क्रमश' 
भिम्नछिखित है--- 


उप तरिग्नगेशे 


रत 
तर 
श्र 
| के 
र 
ते 
पड 
॥ 
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/208॥ न 2५7 
हर हाँ रे 


इसलिए (2-४) के मान ॥ धारण करने की कुल प्रायिकता 








-(१,+-2: कि 
२ [(5-+ ४)5-॥] क< ( »)े ॥। हर [ ) मर गो नी >« है हु 
ञ' “जितने 
( ) हैड 0 सर ५+म४)/ 
छेकित यदि (2£--५४) एक प्वासों-चर होता जिसका प्राचल (3,+)५) होता 
॥+२५) 


तो उसके मान 8 धारण करने की भायिकता भी ८ (0,+2,)* ही होती । 


प्वासों-यंदन श्२५ 


इससे यह सिद्ध हुआ कि दो स्वतन्त प्वासों-चरो हा योग भो एक प्यासो-चर होता है 
और उसका प्राचल इन स्वतन्प प्राचलो का योग होता है। देसी प्रवार जागमिक विधि 
(ण०पदपंप० ग्राट्पा ००) से बह सिद्ध किया था सकता है कि। स्वतस्त्र प्वासो-चरों 
का योग भी एक प्यासों-चर होता है जिसहय प्राचड इन प्यासो-चरो के प्राचलो का 
योग होता है। यह उपपत्ति उतनी सरल है कि उसको यहा देना आबष्यक नहीं 
समना गया है। 
$ ७५ उदाहरण 

णाइए हम उस उदाहरण पर पुन विचार करे जिससे हमने प्वासोन्‍्वदन का परि- 
चय कराया था | इसमें एफ प्रार्थी को ठाइपिस्ट का स्थान देने के लिए परीक्षा लेनी 
थी। यदि मेनेजर उन सब पृष्ठों को फिर से टकित करवाता है जिनमे एक भी दोप 
हो तो द्विपद टकन का उपयोग करना होगा जैसा हम पिछले अध्याथ में छिस चुके 
ह। परतु हो सकता है कि मैनेजर ऐसा न करके केवछ दोपो को ठीक कर दें । ऐसी 
दशा में वह उन पृष्ठों की गणना नही करेगा जिन पर कम से कम एक दोप है परन्तु कुछ 
दोपों की सख्या जानना चाहेगा । यदि यह सख्या बहुत अधिक हो तो दोपो के सुधा- 
रे पर पृष्ठ गंदे ओर भदे लगने लग्रेगे । इसकी चेप्टा ऐसा टाइपिस्ट नियुषत करने की 
होगी जिसके लिए इन दोपो का औसत बहुत कम हो । पहले जो ठाइपिस्ट था औसतन 
दो पृष्ठों पर तीन गलत्तियाँ करता था, यदि प्रार्थी इतनी या इससे कम गलतियाँ 
करता है तो उसकी नियुवित के लिए में नेजर को कुछ भी आपत्ति नही होगी। 

अव भी प्रार्थी को बही परीक्षा देने के लिए कहा जाता है जिसका पिछले अध्याय 
में वर्णन किया जा चुका है अर्थात्‌ उससे चार पृष्ठ टकित करने के लिए कहा जाता है 
भौरभेनेजर गलतियों को गिनता है । यदि थे ६ से कम हो तो इस प्रतिदर्श में गलतियो 
को संख्या औसतन पिछले टाइपिस्टों के औसत से कम हैं और इस प्रयोग के आधार 
परप्रार्थी के अस्वीकृत करने का कोई कारण नही दीखता । इसके विपरीत यदि भुटियों 
की संख्या १० हो तो यद्यपि इस प्रतिदर्श मे औसत पिछले टाइपिस्ट के औसत से अधिक 
है तथापि प्रार्थी को अस्वीकार करने के पूर्व हम यह जानना चाहेगे कि यदि इस प्रार्थ 
का औसत भी १.५ त्रुटि प्रति पृष्ठ होता तो इस चार पृष्ठ के प्रतिदर्ण में १० त्रुटियाँ 
पाये जाने या इससे अधिक भ्ुटियाँ पाये जाने की प्रायिकता क्‍या है । यदि यह प्रामि- 
कता बहुत्त कम न हो तो एक स्यायश्ञीछ मैनेजर प्रार्थना को एकदम अस्वीकृत न करके 
उसको कुछ और पृष्ठ टकित करने को देगा । 


५२६ सांड्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


आइए, हम चार टकित पृप्ठों में दस या उससे भी अधिक गलतियाँ होने की 
प्रायिकता का कछन करें -- 
9? (दस अथवा उससे भी अधिक गरूतियां) 
न्ता-- 2? (नौया उससे कम गलतियाँ) 
प्त्ए-[ 2 (शून्य गलतियाँ) + 2 (एक गलती) + 2 (दो गलतियाँ) ...... 
ने 22 (जाठ गरुतियाँ) + 2? (नौ गरुतियाँ)) 


9 
बह व +- ८६ । 3+-->+क-क न +२४५४०४३८०:४ ०0 ) 
9 
मन 7 +- ०0.976064 
न 0. 083936 


$ ७'६ प्वासों-वंटन की सारणी 

जैसे द्विपद वंटन के असंख्य उपयोग है उसी प्रकार प्वासों-बंटन के भी बहुत से 
उपयोग हूँ । अनेक मनुष्यो के बार-बार एक ही प्रकार के परिकलन करने की वृथा 
मेहनत को बचाने के लिए सारणियाँ तैयार कर ली गयी है । इन सारणियों में 2 
के विभिन्न मानों के लिए प्वासों-चर के 0,,2,3,...----- आदि मान धारण करने 
को भायिकताएँ दे रखी है । कुछ और भी सारणियाँ है जिनमे प्वासों - चरों की संचयी 
आपेक्षिक बारवारताएं दी हुई हैं । जब किसी को प्रायिकताओं के कलन के लिए अथवा 
परिकल्पना की परीक्षा के लिए प्वासों-वंटन का उपयोग करना होता है तव सब परि- 
कलन नये सिरे से नहीं करने पडते । उसे विद्येप » के मान के लिए सारणी फो देखना 
ही यथेष्ट होता है। 

नीचे इस प्रकार की सारणी का एक नमूना दे रखा है। जिसे सारणी का ऊपर 
के उदाहरण में प्रयोग हुआ है वही यहाँ दे रखी है। यह ध्यान देने योग्य बात है कि 
द्विपद बठन की तरह प्वासों-बंदन भी असतत हैँ । इस प्रकार कोई भी संख्या # 
ऐसी नही है जिससे अधिक चर का मान होने की प्रायिकता ठीक पाँच प्रतिशत या 
दीक एक प्रतिशत ही। परन्तु एक छोटी-से-छोटी पूर्ण-सख्या मालूम की जा सकती 
जिससे अधिक मान धारण करने की प्रायिकता पाँच प्रतिशत से कम हो। यदि हम 
यह निश्चय कर छे कि किसी परिकल्पना के आधार परप्रेक्षित संख्या के वराबर अयबा 
उससे अधिक भान धारण करने की प्रायिकता पाँच प्रतिशत से कम होने पर हम उस 
परिकल्पना को अस्वीकृत कर देंगे तो हम प्रयोग से पहले ही एक ऐसी सख्या निश्चित 


प्वा्सों-बंदन १२७ 
कर सकते हूँ कि प्रयोग का फल उससे अधि होने पर हम परिकल्पना को 
सूठो समसेंगे । 

सारणी संख्या 7-3 
प्यासों बंदन (१-८ 6) के लिए संचयो प्राथिकता फलन 70) 
- | हक] 7_ हुए 


शि ३ ॥ उमा शत लिदायम छा: _ ६४7 














० | 0.००२३6$ 0 | 0.957367 
+ ३] 0.0उउा बा | 0.979897 
किम एड ०.96 
3] 0357792 _ 33 ०996360 
थ] ०285035 _ रा 0.998588 _ 
5 ०.३45568 "का ०.999479 
__६]| ०.556297 6 | 0.99983 
__7 | 0.743968 7 ०.9599937 | 
| 0.87226 "डा 
9। 0.976064 79 | 0.999982 


विस्तृत सारणी के लिए दे सिए 
॥५०ा०5 प्रथ्कांट्एा 


अध्याय ८ 


प्रसामान्य बंदन (7४०फ्राण 075%#प्रध्वणण) 


$ ८१ गणतीय वंठनों का महत्त्व 
अभी तक हमने द्विदद और प्वासों-वटनों का अध्ययन किया है जो असतत है और 
केवल पूर्ण-संख्या मान धारण करते हूँ। परन्तु हम जानते हूँ कि कुछ यावृच्छिक चर 
ऐसे भी होते हैं जो दो सीमान्त मानो के बीच के सभी मानों को धारण कर सकते है 
ऐसे चरों का एक उदाहरण मनुष्य की ऊँचाई है। इस प्रकार के चरों का एक घनत्व- 
फलन (0०7५४४ ६07८४०४) होता है। जैसा हम पहिले ही देख चुके हैं, किसी 
भी विज्येप मान को धारण करने की ग्रायिकता इस चर के लिए शून्य होती है। परन्तु 
किसी अल्पतम अतराल में भी इस चर के स्थित होने की भ्रायिकता शून्य से भिन्न हो 
सकती है। इस प्रायिकता को अन्तराल की लम्बाई से विभाजित करने से हमें इस 
अन्तराल में ग्रायिकता का घनत्व मालूम होता है। जैसे-जैसे अन्तराल छोटा होता 
जाता है सतत बटनों में यह घनत्व एक विद्येप संख्या की ओर अग्रसर होता जाता है। 
जो सख्या इस घनत्व का सीमान्‍्त रूप है वही उस अन्तराल के मध्य-विदु पर वदन का 
घनत्व मामा जाता है। धतेत्व फलन चर के माव और उस मान से संगत घनत्व के 
संबंध को प्रदर्शित करता है। 
मान छीजिए कि >| एक ऐसा सतत चर है और उसका घनत्व फलन / (») है। 
यदि इस चर की समष्टि मे से हम एक प्रतिदश्श का चयन करे जिसका परिमाण # हो 
तो प्रश्न उठता है कि इस प्रतिदर्श के माध्य का क्या वटन होगा। यदि इस चर के 
# मानों को जो प्रतिदर्श में विद्यमान हैं, हम 25, 2७, 29५ -+७ ४#-० 2 से सूचित करें 


तो हमें प्रायिकता 22 ्डिजि डर ] का परिकलन!/£ट के विभिन्न 


मानों के लिए करना है। इस प्रायिकता को हम निम्नलिखित बहुल समाकछ 
(प्रणांधेए० आव्ट्टग्मौ) से सूचित करते हैं । 


प्रसामान्य वंटन १२९ 


हर हवन मािन[(37+5%9) बज 


ए [32< ४] च्स्ल | ॒ है! ६ 202 207 2208 के 
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साधारणतया इस समाकल का मूल्यांकन करना यदि असभव नही तो बहुत कठिन 
अवश्य होता है। लेकिन जैसा हम पहिले कई वार कह चुके हूं, सांख्यिकी में प्राथिकताओं 
के एकदम यथायं मान जानना आवश्यक नही है। सन्निकठ मान (99[70750740० 
३०५८) ही यथेप्ट होता है। आपको कही यह तो सदेह नही हो रहा है कि साख्यिकी 
का आधार बहुत कमजोर है--इसमे कुछ भी तथ्य नही है और सभी सप्निकटन मात्र 
है ? अनुमान और सन्निकट माप का तो हर एक विज्ञान में और साधारण दिनचर्या 
में जगह -जगह प्रयोग किया ही जाता है। यह सत्य है कि वेज्ञानिको ने यथार्थतम मापों 
के छिए एसे-ऐसे यत्नो का आविष्कार किया है कि उनकी तारीफ किये बिना नहीं रहा 
जाता। परंतु कोई भी वैज्ञानिक यह दावा नही करता कि ये माप बिलकुल यथार्थ है। 
मान छीजिए कि कोई मनृष्य एक लोहे की छड़ की लबाई नाप रहा है। यदि 
उसको यथार्थ माप करने की जिद है तो यह कार्य असभव होगा। नापना तो दूर, 
पहिले इस लंबाई की परिभाषा देना ही असंभव होगा । हम जानते है कि छड़ अणुओं 
की बनी होती है। ये अणु अस्थिर होते है और इनमें बरावर कपन (प्ंग्यव07) 
होता रहता है। यथार्थता के लिए छड़ की लंबाई किसी विशेप क्षण और विशेप रेखा 
से सबधित होगी । परतु क्या कभो ऐसा किया जाता है ? व्यावहारिक रूप से इस 
लवाई में कोई विशेष अतर नही दिखाई देता, यदि उसको गर्म या ठडा न किया जाय । 
इस कारण हम इन मामूली परिवर्तनों की पर्वाह नही करते और एक सन्निकटतम 
लूवाई माछूम करते हैं। मान लीजिए, इन आणविक कंपनों के कारण एक छड़ की 
लवाई 70,723255 सेंटोमीटर से 70.723256 सेंटीमीटर के बीच विभिन्न मानो 
को धारण करती रहती है। इस मामूली से अंतर को आसानी से भुछाया जा सकता 
है। व्यावहारिक जीवन में प्रायः एक प्रतिशत की यथार्थंता ([॥०८ंप्न॑णा) यथेष्ट 
समझी जाती है। एक प्रतिशत की ययायंता से हमारा तात्पर्य यह है कि यदि यथार्थ 
माष एक सौ है तो सन्निकट माप निन्‍यानवे और एक सौ एक के वीच की ही कोई सख्या 
हम 
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हो। भौतिकी अबवा रसायन में हमारा छद्षय एक प्रति दस हजार की यथार्थता हो 
सकता है, परतु प्रत्येक अवस्था में मयाबंता की भी कोई सीमा होती है जहाँ दकना ही 
पड़ता हैं। 
साह्यिकी में हम वास्तविक बदनों का सप्चिकटन कुछ गणितीय बंटनों (940॥6- 

ग्रय्पं८४ 05 90पं०१$) के द्वारा करते हैँ । यह सल्लिकट बटन ऐसा होना 
चाहिए कि इसके और वास्तविक वंटन के संचयी-वारवारता-वंटनों में कोई विश्येप 
अंतर न हो । कितने अतर तक को सहन किया जा सकता है यह व्यवितमत रुचि और 
जरूरत पर निर्भर है। इस प्रकार के सप्तिकदन से असीमित हाभ है। इस गणितीय 
बंढन के माध्य, प्रसरण और अन्य घूर्णों का परिकलन अपेक्षाकृत सरल होता है। इसके 
अन्य गुणो की व्याख्या भी वड़ी आसानी से की जा सकती है। कुछ गणितीय वटनो का 
सन्निकट बंटनों के रूप में विभिन्न परिस्थितियों में विभिन्न व्यक्तियों द्वारा प्रयोग किया 
जा सकता है। ऐसा हम द्विपद-वटन और प्वासों-वंटन के लिए पहिले ही देख चुके है । 
ऐसे वटनों के लिए सारणी त॑यार कर ली जाती है और जब कभी भी सन्निकट बटन का 
उपयोग किया जाता है, इस सारणी को देखकर प्रायिकताओं का परिकल्नन किया जाता 
है। इस सारणी को देखकर प्र(यिकताओ का परिकलन अथवा परिकल्पनाओं के बारे में 
फैसला क्रिया जा सकता है। यदि ऐसा न किया जाय तो दो ही बातें हो सकती है-- 
या तो जिस चर का अध्ययन किया जा रहा है उसके वास्तविक वटन का किसी को 
ज्ञान नही है। ऐसी अवस्था में यद्धि वह किसी सन्निकटन का उपयोग नहीं करना 
चाहता जो उसे चर के बारे में किसी भी निश्चय पर पहुँचने का विचार छोड़ देना 
चाहिएं। यदि वास्तविक बटन ज्ञात भी हो तो चर के विभिन्न मानों के लिए प्रायि- 
कताओं का परिकलन या वठन के प्रतिशतता-विदुओं (9ध८८॥०७६० 7०75) 
का मालूम करना बहुत ही कठिन हो जायगा । यही नही बल्कि इस कठिनाई का सामना 
बार-बार हर नयी स्थिति के लिए करना होगा ! इस बात की संभावना बहुत कम है 
कि किसी भी वास्तविक वटन का प्रयोग दुवारा करने की आवश्यकता पड़े । 

$ ८*२ प्रसाभान्य वंटन की परिभाषा 

सांझ्यिकों ने एक बडी आइचर्यजनक और भहत्त्वपूर्ण खोज की है। उन्होंने यह 

सिद्ध कर दिया है कि किसी चर का वास्तविक वटन चाहे कुछ भी हो, परंतु उसके एक 
बड़े प्रतिदर्श के माध्य का सन्निकटन एक सतत यादृच्छिक चर द्वारा किया जा सकता 


है। इस सतत चर का प्रायिकृता घनत्व-फछन ४ (>) यह है-- 
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८८ लक । नै [ डे 7 ) 
४ (४ लउद्रज ९ ० /४/॥ 
जहाँ ॥ और ०”? क्रमश मूल बटन के माध्य और प्रसरण है, ४ प्रतिदर्श परिमाण 
है, श एक वृत्त की परिधि जौर उसके व्यास का अनुपात है एवं ८ की परिभाषा वही है 
जो हम पहिले ही प्वासो-वटन पर विचार करते समय दे चुके हूँ । 
जिन चरो के वटन का रूप ऊपर लिसित बटन के प्रकार का होता है वे प्रसामान्य 
चर (०४०४ ४०74५०5) कहलाते हैं ओर तत्सबधी बटनों को प्रसामान्य वठन 
(० ती$प्राप्रप॑णा) कहते हैं । यह आप देस ही सकते हैँ कि ६ और ० /५/॥ 
के विभिन्न मानों के लिए हमें विभिन्न प्रसामान्य वटन प्राप्त होते हैं । इस कारण 
थे हो प्रसामान्य बंटन के प्ररचछ ( 922॥0025) हैं। ये प्राचछ क्रमश प्रसामान्य वटन 
के माध्य और मानक विचलन भी हूं । प्रतिदर्श-परिमाण तो प्रसामान्य बटन के 
परिचय में प्रासगिक मात्र था और प्रसामान्य चर की परिभाषा में इसका कोई स्थान 
नही है। प्रसाभान्य चर के घनत्व-फलन को हम 


$ (0 -+ म्क्ः ५ (ं ही 2)। 


से मूचित करते है जहाँ ; और ० क्रमश इस चर के माध्य और मानक विचलन है । 











६ ८३ प्रसामान्य बटन के कुछ महत्त्वपूर्ण गुण 

प्रसामान्य वंटन का उपयोग समझने से पहिले हम उसके कुछ गुणों से परिचित 
हो जाना चाहिए। 

(१) यदि ऊ,, और >६, दो स्वत प्रसामान्‍्य चर हों जिनके प्राचल (4, ०) 
और (४७, ०») है तो इन दोनों चरों का योग (>,+->5) भी एक प्रसामान्य चर है 
जिसके प्राचल ([४+ ७७, % गान-ग्फे) होते हू । 

(२) ऊपर लिखित फल को आगमिक विधि से किन्‍्ही भी 2४ प्रसामान्य चरो पर 
छागू किया जा सकता। यदि इन 7 चरो के प्राचछ ऋमश. (५, ०), (09 ०») 
कलर (०) (एप्र, ग्प) हो और यदि ये चर स्वतत्र हों तो इनका योग 
भी एक प्रसामान्य चर होता है जिसके प्राचछ टि का हि रण ) रह 


का 
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(३) यदि प्रसामान्य चर > का माध्य ९४ और प्रसरण ०१ है तो उसका कोई 
भी एक-घात फलन (॥7८७ए थशि८प्तणा) ४2५-४ भी एक प्रसामान्य चर है जिसके 
माध्य और प्रसरण क्रमशः 47/-+-9 तथा ८? ०* है। इस चर के प्राचल ऊपर-लिखित 
होंगे यह आसानी से देखा जा सकता है, क्योंकि 

मर (0+॥) >+म(४०)+8 (0) 
च्न्बस (ह)+# 
स्च्चप्रना0 

इसी प्रकार 7 (८४+8) जया? (४2) 
स्च्थो 7 (५) 
स्च्वी तो 

जब हम कहते हूँ कि किसी यादृच्छिक चर का घनत्व-फलन [(%) है तो इसका 
अर्थ यह होता है कि यदि 4४ छोटा हो तो ८४ और ८८-४४ के वीच इस चर के मान के 
पाये जाने की प्रायिकता छगभग/ (७) ४» होती है । इस तरह 


न्‍्ड (४5४ ) हे 
€ 3002५ 


४ /--8 + ४ ] 


# [४/<<:+--६०४] ८ 42 

| ] न्ज्न् 
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०ड्न्र ( 9) 
नै &-७पन 
स्ल्-- ॥ ऑँ४' 

4०५/ड््न (8.4) 
यानी (4>४--४) एक प्रसामान्य चर है जिसके प्राचल (०४-०४ ४०) हैं। 
(४) यदि 4८+---और #++----हो तो का घनत्व-फलन निम्न- 

. छिखित होगा । 
पा 


आया » हक बडे >> *-(5.3) 


$ (72« ज््ज्ष 
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यह एक प्रसामान्य चर का घनत्व-फल है जिसका माध्य शून्य तथा प्रसरण एक 
है। इस चर के वंटत को मानकित प्रसामान्य वंटन (इध््ार्तआती5९त॑ ए०फर्श 
3६809प४०४) कहते हैं। इसको 2ए (०,) से सूचित किया जाता है और इसे 
“प्रसामान्य शून्य एक” पढते है । इसी प्रकार जिस प्रसामान्य वटन का माध्य ६ तथा 
मानक विचलन ० हो उसे 7४ (४, ०) से सूचित किया जाता है। 

(५) ऊपर दिये हुए गुण से यह पता चलता है कि यदि इस मानकित प्रसा- 
मान्य बटन के प्रतिशतता-विन्दुओं की सारणी तैयार की जाय तो आसानी से किसी 
भी प्रसामान्य वटन /४ (४, ०) के प्रतिशतता-विंदुओं का कलन किया जा सकता है। 
इस प्रकार की सारणी सांख्यिकों ने तेयार कर रखी है। 

मान लीजिए, हमें किसी प्रसामान्य वटन का प्रसरण ०? ज्ञात है और हम इस 
परिकल्पना की जाँच करना चाहते हूँ कि वटन का भाघ्य / है। हम 8 परिमाण का 
एक प्रतिदर्श (५77४) लेकर प्रतिदर्श माध्य : का परिकलन कर सकते हूँ । यदि 


परिकल्पना सत्य है तो /फ़्पा एक 2५ (0,7)चर है। इस कारण हम सारणी द्वारा 


॥५॥ [ण (०) गा] मालूम कर सकते है। यदि यह भ्रायिकता बहुत 


कम हो तो हमारा परिकल्पना पर सदेह होना और इस कारण उसे अस्वीकार कर 
देना स्वाभाविक है। 

(६) यदि हम प्रसामान्य चर > के मान और उसके घनत्व-फलन के बीच एक 
ग्राफ खीचें तो उसकी झकल इस प्रकार की होगी जैसी नीचे के चित्र में दिखायी गयी है। 





उठा अधाशका अआनबव ४ .८2+8..0+6. ८26 _4+6 
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चित्र २५--२२(४--०) का घनत्द-कल 
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ऐसा मालूम होता है कि किसी घंटी को उलट कर रख दिया हो। भाध्य के दोनों ओर 
का वंटन एक-सा होता है। जो प्रायिकता घनत्व ((५-|-८) पर होता है वही (५-४) 
पर भी होता है। इस वंटव का वहुछक (7700०) ओर माध्य वरावर होते हैं । यह चर 
छोटे-सै-छोटे और बड़े-से-बड़े हर एक मान को धारण करता है, परतु जैसे-जैसे मान 
माध्य से दूर होता जाता है, उसका प्रायिकता-घनत्व कम होता जाता है और शून्य 
की ओर अग्रसर होता जाता है । 


$ ८४ प्रसामान्य वंदन द्विपद बंटन का एक सीमान्त रूप 

इससे पहिले कि हम परिकल्पना की जाँच में प्रसामान्य चर के उपयोग का अध्ययन 
कर आप शायद यह जानना चाहेंगे कि किसी भी वटन के लिए प्रतिदर्श-माध्य प्रसामान्य 
चर की ओर क॑ंसे अग्रसर होता है॥ हम एक ऐसे द्विपद वंटन के उदाहरण से जिसमें 
2ल्‍«) हो, इसे समझने की चेष्टा करेंगे। मान लीजिए कि हम एक सिक्के को 
उछालते है । इस यादृच्छिक प्रयोग के दो ही फल हो सकते हैं, चित या पट । यदि 
हम एक यादृच्छिक चर की झेसी परिभाषा करें कि वह्‌ चित आने पर 7 और पट आने 
पर ० मान को ग्रहण करता है तो इस वठन का दड-चित्र (92४ तो) नीचे 
चिद्र सख्या २६ के समान होगा । 





चित्र २६--ढिंपद (१, 5) का दंडचित्र 


इस वटन का माध्य $ तथा मानक विचलन भी 3 है 
क्योंकि ७ (ऊ) ८ ०२८३--3 3८३ 
स्स्ई 


प्रसामान्य वंटन १२५ 


न | में (0-3 (2) 
७०१०३ + ए>3- (9१ 
च्त्ट्रलओई 
3. 
ट््यु 
ल्ण्न्न्डु 

यदि सिक्का दो बार उछाला जाय और इन दो प्रयोगों से संवधित चरों के माध्य 
का परिकलतन किया जाय तो वह तीन मान धारण कर सकता है--0, $ और 3 और 
इनको ग्रहण करने की प्रायिकताएं ऋमश्म' है, 3, $ है। इसका दंड-चित्र चित्र सख्या 
२७ में दिखाया गया है। 





चित्र २७--ह्विपद (२, ४) फा दंडचित्र 


इसके माध्य और धसरण क्रमणशः ३ जोर डे है । 
प्रतिदर्श-परिमाण चार होने पर प्रतिदर्श माध्य पाँच मानों ०, 3, 3, ३ तथा 7 
को क्रमश, (3)4  (3)+, 6 (3) 4 (३)* तथा (3 )* की प्रायिकता के साथ 
ग्रहण करता है। इस माध्य के वटन के माध्य तथा प्रसरण क्रमश ३ तथा ऊह हैं। 
इसका दड़-चित्र चित्र सख्या २८ में दिखाया गया है। 
प्रतिदर्श परिमाण 8 और 6 से सबधित दड-चित्र भी पृ० १३६दिये हुए है ।(२९, 
३० चित्र) । इन सभो चित्रों में (पहिले को छोड़कर) माध्य पर की प्रायिकता को, 


श्२६ सांह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


रही पु 


07 है ट ड ५ 
थसफसक्‍क्‍ से 


चित्र २८--ह्विपद (४, ४) का दंडचिभ 
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चित्र ३०--द्विपद (१६, ३) का दंडचित्र 


प्रसामान्य वंटन १३७ 


जो धन्य सब प्राधिकताओं से अधिक है, एक चार सेंटीमीटर ऊची रेखा से सूचित 
किया गया है, यद्यपि विभिन्न प्रतिदर्श-परिमाणों के छिए इस मान ३ को ग्रहण करने की 
प्राविकताएँ अलग-अभलूय हूँ । आपने यह देखा होगा कि जैसे-जैसे प्रतिदर्श परिमाण 
बढ़वा जाता है वंसे-वसे दड-चित्र के दड एक दूसरे के पास आते जाते है। यदि इन 
दडों के सिरो को मिलाती हुई एक वक्र रेखा खीची जाय तो जैसे-जैसे प्रतिदर्- 
परिमाण बढ़ता जाता है वसे-वेसे इस वक्र की शकक्‍्छ घटीनुमा वक्र की जैसी होती 
जाती है। 
इससे भी अच्छी तुलना दो दण्डों के वोच के मानों की तत्सवधी संचयी 
प्राधिकताओं से हो सकती है जो इन द्विपद वटनों और प्रसामान्य वटनों के आधारपर 
परिकलछित की जायें जिनके माध्य और प्रसरण द्विपद बटन के माध्य और प्रसरण के 
बराबर हों। नीचे सारणी में जे नि न न्त्ि हद पा न न हि तथा 
# पर द्विदद वटन और प्रसामान्य वटन की सचयी प्रायिकताएँ दी हुई है। 
आगे की सारणी से यह प्रत्यक्ष ज्ञात होता है कि जैसे-जैसे प्रतिदर्श परिमाण बढ़ता 
जाता है द्विपद-वटन का सचयी प्राथिकता-फलन अधिकाधिक प्रसामान्य वटन के सचयी 
वारसंबारता-फलन के वरावर होता जाता है। इस उदाहरण में हमने 9 और 4 को 
द्विपद वठन के लिए वरावर रखा था। यदि 9 और ६ में अंतर वहुत अधिक हो तो इन 
दोनो फलनों के वरावर होने के लिए बहुत अधिक प्रत्तिदर्श परिमाण की आवश्यकता 
होगी । 
$ ८५ चुटियों का वंटन 
वैज्ञानिकों ने यह देखा है कि चाहे कितनी भी होशियारी से माप किया जाय, 
माप में कुछ-न-कुछ त्रुटि रह ही जाती है। 
भान लीजिए कि एक पैमाना है जिसमें एक इच के दसवें भाग पर निश्यान लगे 
हुए है । यदि हम इसकी मदद से किद्ली वस्तु को इच के सौवें हिस्से तक नापना चाहते 
हैँ तो यह काम हमारे लिए इस पैमाने से करता सभव नही है। यदि हमारे पर्स 
कोई पेमाना नहीं हो तो हमें इंच के दूसरे दशमलछव स्थान को अनुमान द्वारा प्राप्त 
करना होगा। यह कैसे हो सकता है कि ययार्थ अक का ही अनुमान लगे ? गलती 
होना अवश्यभावी और स्वाभाविक है। यद्यपि ऊवाई वही बनी रहती है तो भी एक 
ही मनृप्य उस ही वस्तु को वार-बार नापने पर इस अंक का अछग-अलग अनुमान 


सिद्धान्त और उपयोग 


साह्पिफो फे एि 
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१.8 मम्पफे एप्नरे 


प्रसामान्य वंदन १३९ 


लगा सकता है। यदि अनुमान लगाने की इस क्रिया को वार-वार दुहराया जाय 
तो वास्तविक माप और इस प्रकार अनुमानित माप के बीच के अंतर (जिसे मापत्रुदि 
कहा जा सकता है) का वटत किस प्रकार का होया ? अनुभव के आधार पर यह जाना 
गया है कि इस बटन का एक अच्छा सन्निकटित रूप प्रसामान्य वटन है। 
यह देखा गया है कि यदि हम किसी भी काये में बहुत अधिक यथार्थता प्राप्त करने 
का प्रयत्न करते हूँ और इसके होते हुए भी कुछ त्रुटि हो जाती है तो यह भ्रुटि प्रसामान्‍्य- 
चर होती है। इसका सबसे अच्छा उदाहरण किसी छोटे से निशाने पर गोली मारने 
का प्रयत्न है। इस उदाहरण पर पहिले भी हम किसी दूसरे प्रसंग में विचार कर चुके 
है! यहाँ हवा का ज़रा-सा झोंका, बनावट में जरा-सा अतर, बदूक को साधे हुए हाथ 
का तनिक-सा कपन अयवा अन्य कोई भी कारण त्रुटि उत्पन्न कर सकता है। ब्रुटियो 
के प्रसामान्य चर होने का यही कारण बताया जाता है। विभिन्न कारणो से जो त्रुटियाँ 
होती हूँ उनके विभिन्न वटन हो सकते है परंतु समस्त प्रेक्षित श्रुटियों की सख्या इन सब 
विभिन्न त्रुटियों की सख्याओं का योग होगी । जैसा हम द्विपद चर के लिए देख चुके 
हैं, यह सिद्ध किया जा सकता है कि इन अनेक चरों के योग अथवा माध्य का बटन 
प्रायः प्रसामान्य होगा । 
विभिन्न कारणो के सचित प्रभाव का एक कौतूहल-जनक उदाहरण एक व्यक्ति 
की लवाई है। जन्म संबंधी उपादान कारणों के अलावा, जो शायद सबसे अधिक 
महत्वपूर्ण है, सैकड़ों अन्य कारण व्यक्ति की ऊंचाई पर प्रभाव डालते हँँ। ऊपर के 
तक॑ के अनुसार यह आशा की जाती है कि व्यक्तियों की ऊंचाइयो का वन प्रसामान्य 
होना चाहिए और प्रेक्षण द्वारा यह देखा गया है कि यदि काफी बड़े प्रतिदर्श में 
मनुष्यों की ऊचाइयों का प्रेक्षण किया जाय तो मालूम होगा कि इनका वटन रूगभग 
प्रसामान्य है। 
गाउस (62055) ने इस वंटन को पहिले च्रुटियों के वटन के रूप में ही खोजा था । 
इस कारण इसको ब्रुटियो का वटन (]8एछ ०६ ८:075) अथवा गाउस का वटन 
भो कहा जाता है। आपको यह कौतूहल होना स्वाभाविक है कि इस प्रकार के जटिल 
बटन का विचार किस प्रकार शुरू में किसी को आया होगा। आपके इस कौतूहल को 
थात्त करने के लिए इस वटन की सैद्धान्तिक व्युत्पत्ति की रूपरेखा हम नीचे दे रहे हूँ। 
$ ८६ गाउंस के च्रुटि-बंटन की व्युत्पत्ति 
मान लीजिए कि किसी वस्तु का वास्तविक माप ६ (म्यू) है। इस वस्तु को 
यदि # बार नापें तो हमें विभिन्न माप :5,9,---०७ प्राप्त होंगे । यदि हमे माप & 


श्ड० सांड्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


प्राप्त होता है तो इसमें भूटि (६-४) है। हम इस शुटि को &; से पूचित करेंगे। 
इस तरह 
मम (न 
7 आकर (५४) 
यदि हम त्रुटि के परास (7९2८) को छोटे-छोटे अतरालों में विभाजित कर दें 
जिन संवका परिमाण / ८ हो तो माप के 2 और 2+ /६८ के बीच में पाये जाने की 
प्रायिकता दो अवयवों पर निर्भर करती है। 
(१) अंतराल का परिमाण /४८ 
(२) ब्रुटि का प्रायिकता घनत्व-फलन जो श्रुटि विशेष & से संबंधित है। इसे 
हम / (£) से सूचित करेंगे। हमारा उद्देश्य इस फलन / (2) का पता चल्यना है। 
इस फलन के बारे में पहिले हम दो अभिधारणाएँ (9०५८४/७४८७) छेकर चलते हूँ । 
(१) ४ के जिस मान के लिए इस फलन का मान महत्तम हो जाता है वह है 2-८० 
(२) ज्यो-ज्यों 2 का मान बढ़ता जाता है, त्यों-त्यों/ (2) का मान कम होता 
जाता है और शून्य की ओर अग्रसर होता जाता है। 
ये अभिधारणाएँ अनुभव पर आधारित हैं । यदि हम सावधानी से किसी वस्तु 
का यथाथं माप प्राप्त करने की चेष्टा कर तो यह स्वाभाविक है कि कम भुटि होने की 
प्रायिकता अधिक और अधिक त्रुटि होने की प्रायिकता कम होगी। बहुत अधिक 
ब्रुटि होना प्रायः असंभव है, इसलिए ऐसी घटना के लिए / (2) का मान शूल्यप्राय 
होना ही चाहिए । 
यदि ४ और 2-(-/4 » के वीच में प्रेक्षित माप के पाये जाने की श्रायिकता को #7 
से सूचित करें तो 





क्र-- /(00 2 -+«(8.6) 
यदि समस्त मापषों की सख्या # हो, तो < और 2+ /६८ के बीच के सापों की 
प्रत्याशित सख्या 
मकर >+ ४८2 नलियो 
यदि ये सब त्रुटियाँ एक दूसरे से स्वतंत्र हों अर्थात्‌ एक माप के ज्ञान से दुसरे मापों 
के वंटनों में कोई अतर न पड़े तो इन विचलनो के संचय (००:्रआ०७४०७) की 
प्रायिकता [, इन विभिन्न प्रायिकताओं का गरुणनफ़ल होगी। 
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], | (7 (४०) [((») (5 »)" -«-(8.8) 


ऊपर के समीकरण में दोनों ओर का लघुगणक (!08«70॥7) छेने पर 
08 ५ १; ०8 # (<)+-# ०28(/ ») (3-9) 
क्च्् 


लघु-गणक की परिभाषा 


यदि आप रूघुगणक के उपयोग से परिचित नही है. तो आपको यह जानने की 
इच्छा होगी कि लघुगणक क्या होता है। 

आप संख्या ८ से तो परिचय प्राप्त कर ही चुके है | 08 7, की परिभाषा निम्न 
लिखित समीकरण द्वारा दी जाती है। 


८०४ ला (8.70) 


इसी प्रकार «१8 हर >>वियाओ) 


ऊपर के समीकरणों का गुणा करने पर हम देखते हे कि 
०8 7.+०8//__ प्‌ -+ «5-2 


इस प्रकार दो या अधिक सख्याओं के गुणनफल का रूघुगणक उनके पृथक्‌-पूथक 
रघुगणको का योग होता है। लघुगणक के इसी ग्रुण का ऊपर !0£ 7, के परिकलन 
में उपयोग किया गया है। 

हम निम्नलिखित प्रतिवधो (८४:४८0०७) को दृष्टि में रखते हुए फछन 
_(<) का चुनाव करते हैं । 

(१) फलन (८) प्रायिकता का घनत्व-फलन है। इसलिए 2 के पूर्ण परास- 
७० से +- ००--में / (<) का समाकल (70८४४) अथवा विभिन्न फलनो का योग 4 
झोचा चाहिए 

+०० 


_/() बंद कस 7 >+*«>([8.73) 


१४२ सांदियिको फे सिद्धान्त और उपयोग 
(२) इन घ्रुटियों का माध्य घून्‍्म है ! 


ऊकछ0 || #...- (8.74) 


कब 

(३) [. या ०६ , इन ४३३५,-- 

हो जाती है । 
अवफकल फी परिभाषा-- | 
यदि 77) कोई सतत चर हो और उसका मान ४ पर महृत्तम होता हो 
तो यह सिद्ध किया जा सकता है कि-- | 
0. ऋ(6+0-ह() _ 
॥ न 





४७ आदि मापों के माध्य के लिए मह्गत्तर 
।॥ 


4->०0 

30. #()--२(०-+/ 
और 52.0 2(0-7(-/) ._ 
जब कभी भी 0 #(०--॥)--7(०) :.._ #(0)--7(०--॥) 
॥->० वा । 
हो तो हम कहते हैँ कि फलन 77(:0 का ४-४ पर अवकलन (तीशिशापं40०7) 
किया जा सकता है और इन अनुपातों के सीमान्त मानों को जो वराबर हूँ हम ४-८ | 
पर 7/) का अवकल (वाहसिलाएंग ८०८ईीशं०१० कहते हैं। इसको 7/(०) से 
सूचित किया जाता है। इस प्रकार & के विभिन्न मानों के लिए विभिन्न अवकल 
प्राप्त किये जा सकते है और ये अवकल भी «४ के फलन समझे जा सकते है जिन्हें 7/(:०) 


अथवा 2709 जे सूचित करते हैं। 





यह सिद्ध किया जा सकता है कि- इस कारण 


७080० __7 4/00 
£ (४) ्ः 
कृपर के समीकरण को निम्नरिखित रूप में रखा जा सकता है (8.3) | 


2 8 (८०5००. जहाँ $ (७) ** < (०८० (जके 
अब हम एक और अवधारणा स्वीकार कर लेते हैं! वह यह है कि $ (४) को 

एक घात-श्रेणी (90७८: 5्थ्सं८) के रूप में रखा जा सकता है। यावी 
$ (८) नन ढक काटनवटी न ++ ०० (8.77) 


प्रसामान्य बंद १४३ 
जहाँ ८७८४५,८: इत्यादि ऐसे अचर (८०७४६४४७) हैं जो समीकरण 
गन 
5 9 (2,)55० को संतुष्ट कर सक। 
ग्न्ध 
क्योकि ढ़ (<.)-->०४-+व्षरन+4,८ौन॑-.--.- 
न न कर कर 
2 6 (कस्सावबनद >े 2++व ७ ढक 4 थे टी 
का क्या म्ब्ला 


ब्छ (8.29) 
यह समीकरण तभी सतुप्ट हो सकता है जब उसके हर एक पद का मान शून्य हो । 


शदि 4 को छोडकर अन्य ८७, ८५, 45 इत्यादि संव शून्य हो तो भी यह सतुप्ट हो जायगा, 
च्योकि 
श्न 
थे डचस0 
क्च्य 
ज >, ॥(2)/८ ._ ५० 
४, जि 
अथवा £5४# 2) मन वाट "«हिय 9) 
परंतु हम जातते है कि यदि 08/ (2) सच #न+-08 0 हो 
जहां ८ कोई भी अचर है तो 2087... धब् हो जाता है।- 
इसलिए ऊपर के समीकरण मे हम यह मान सकते हे कि 


िव्टीकर... #0. 
आपको याद होगा कि हम यह अवधारणा लेकर चले थे कि/ (2) का महत्तम 
मान 2-८० पर होता है और जैसे जैसे 2 का मान शून्य से अधिकाधिक अंतर पर होता 
जाता है वैसे ही वैसे / (2) का मान शून्य की ओर अग्रसर होता जाता है। यह तभी 
हो सकता है जब ८। एक ऋणात्मक संख्या हो। इसलिए हम 4, के स्थान पर -- व 
लिख सकते हैँ-- 


श्ड्ड सांड्यिको फे सिद्धान्त और उपयोग 


ना पर 
४ शक ८८ 
ज॑-०० 
परंवु..| (लेके कल ग 
न-०्० ! 
८ नया 04 
ही ॥४ «5 है ने 
न 
2220: 
क्योंकि यह ज्ञात है कि | क्षि /2 हि 250 
न्न्द्् हन्प दा 
6:५5 वनडे, 
गटर . 
नआटण्2... 4९ 


ह 


और (वे | (रम्द्र 


आप यह तो पहिचान द्वी गये होंगे कि यह्‌ फ़लन एक प्रसामान्य चर का या 
फलन है जिसका माध्य शून्य और मानक विचलन ० है। 


$ ८७ पृरिकल्पनाओं की जाँच में प्रसामान्य वंटन का उपयोग 


अब आप कई परिस्थितियों से परिचित हो चुके हैं जहाँ यह आशा की जा सकती। 
है कि वंटन प्रसामान्य होगा.१ आप यह भी समझ चुके हैँ कि प्रसामान्य वंटन | 
आविष्कार त्रुटियों के वटन के रूप में किन अवधारणाओं को ,छेकर हुआ था। यह । 
कंदाचित्‌ आप समझ गये होंगे कि किसी वंटन के माध्य और मानक विचलछन का विशेष : 
महत्त्व क्यों है। यदि हमें किसी यादृच्छिक चर के माध्य और मानक विचलन ज्ञात है | 
और यदि हम एक काफी बड़ा प्रतिदर्श इस चर के लिए लेते है तो हम जानते है कि इस ' 
प्रतिदर्श के माध्य का-वटन क्या होगा । आइए अब हम देखें कि इस वटन का उपयोग 
कुछ परिकल्पनाओं की जाँच के लिए किस प्रकार किया जा सकता है। 


प्रसामान्य वंदन १४५ 


उदाहरण (१) आसाम को एक जाति में मनुष्यों की ऊंचाई का बड़े पैमाने पर 
अध्ययन किया गया। पता छगा कि ऊचाई का वितरण प्रसामान्य है जिसका माध्य 
$ फुट 6 इंच और मानक विचलन 25 इच है। कुछ इतिहासका रो का मत है कि यह 
जाति राजस्थान के एक विशेष भाग से लगभग दो सो वर्ष पहले आमाम में आयी थी । 
यह सबंविदित है कि इस जाति के लोग जाति के अन्दर ही विवाह करते है । और 
राजस्थान के उस भाग के लोग भी अन्य जाति या विदेशियो से विवाह नही करते । 
प्राणि-विज्ञान के ज्ञाताओं के अनुसार मनुष्य की ऊचाई वशानुगत गुणों पर ही अधिक 
निर्भर करती हैँ । इसलिए यदि इतिहासकार के मत में कुछ सच्चाई है तो इन दोतो 
जातियों के मतुष्यो की ऊंचाई का वितरण एक-सा होना चाहिए। यदि इसमें अतर हो 
तो इतिहासकारो के मत से विश्वास उठ जायगा। 

अब हमें इतिहासकारों के मत को एक साख्यिकीय परिकल्पना का रूप देता होगा 
जिसकी जाँच को जा सके । यह सांख्यिकीय रूप निम्नछिखित हो सकता है । “राज- 
स्थान के इस विज्येप भाग की जाति में मनुष्यो की ऊचाई का वितरण प्रसामान्य है जिसका 
माध्य 5 फुट 6 इंच और मानक विचलन 25 इंच है।” इस निराकरणीय परि- 
कल्पना की जाँच के लिए इस भाग की जनसंख्या से एक यादृच्छिकीक्ृत प्रतिदर्श छिया 
गया जिसमें 700 मनुष्य थे। इन मनुप्यों की ऊचाई मापी गयी और इस प्रतिदर्श 
में ऊचाइयों के माध्य का कऊन किया गया। हमने प्रसामान्य वितरण के बारे में जो 


कुछ अध्ययन किया है उससे हमे यह मालूम है कि /-+ ( 2४- ४ 9 ॥ वितरण 7५४(०,7) 


है जहाँ ४ प्रतिदर्श'माध्य, (८ समप्टि-भाष्य, ० समप्ठि का मानक विचलन और # 
प्रतिदर्श-संख्या है। इस उदाहरण में 

४ तर 5 फुठ 6 इंच 

छः 25 इच 

॥ नजन+ 700 


| ॥ 


प्रतिद्ण की ऊँचाइयो का माध्य 5 फुट 7 इच पाया गया। अर्थात्‌ <८5३ फुट 7 
इच और 5---+]7 इच 
लि कक >% २४700 > 


१० 


१४६ सांदियी के घिद्ाग्त और उपयोग 


४ (0, 3) की सारणी में देसने से दमें भात होता है कि इतना बड़ा या इससे भा 
यड़े मान होने की प्रापिकता 0.00005 से कम है। इस कारण हमें इस निराफरणीम* 
परिकल्पना को कि राजस्थान के इस भाग की जाति फ मनुष्यों की ऊँचाई का वितरन 
असामान्य है-«जिसका भाध्य 5 फुट 6 इच और मानक विभलन 2'5 इंच है 
त्यायने को बाध्य होना पड़ेगा, परन्तु यह परिकल्पना इतिदासऊारों $ मत का ही निष्कर्ष 
है। इसलछिए इसकी त्यागने या जर्थ है यह समझना कि इतिदासकारों फा मत गछत है। 
पाठकों का ध्यान इस ओर गया होगा कि यह परिकल्पना केवछ इतिहासकारों 
के मत पर ही निर्भर नदी है, बल्कि प्राधिविद्ञान के जशावायों के मत से संबंध रसती है। 
यदि उनका मत प्रमाणित नही हो चुका है और उसमें सदेह की कुछ मुंजाइश है तो इति- 
हासकार यह कह सकते हैँ कि इस जाँच से यह निष्कर्ष भी निफलछ सकता है कि प्राषि- 
विज्ञान का यह मत ठीक नही है। इस प्रफार एक ही प्रयोग के नतीजे की व्याख्या 
भिन्न-भिन्न लोग विभिन्न तरीकों से फर सकते हूँ | ऐसी स्थिति में हमारी जाँच जयंदीव 
हो जाती हैं। यह जांच उसी समय कुछ अर्थ रसेग्री जय जिस मत की हम पुष्टि अयवा 
सण्डन करना चाहते हैं उसके अतिरिक्त और किसी भी ऐसे मत पर विराकरणीय 
परिकल्पना निर्भर ने करे जिसकी सच्चाई में सन्देह हो । 
उदाहरण (२) एक कारसाने में किसी विशेष मशीन के लिए छड़ें (7055) 
चनती हूँ। मशीन के लिए इन छड़ों की लम्बाई १५ सेंटीमीटर होना चाहिए। इसलिए 
कारखाने में यही उद्देश्य सामने रखा जाता है । परन्तु मनुष्य, सश्ीन और माल के कारप 
कुछ-न-कुछ भुटि होता सभव है। अतः यह सभव नहीं है कि प्रत्येक छड़ की छूम्बाई 
डीक 3$ सेंटीमीटर ही हो--न कम न ज्यादा। यदि इन छड़ों का निर्माण-कार्य विल्कुल 
नियत है तो यह देखा जाता है कि इनकी रूम्बाई का वितरण प्रसामान्य होता है 
जिसका माध्य 75 सेंटीमीटर और मानक विचलन 0५३ सेंटीमीटर है। ! 

एक दिन किसी यादृच्छिक रूप से चुने हुए समय पर 76 छड़ों का एक प्रतिदर्थ 
लिया गया। इन सबकी लम्बाई नापी गयी और उनके साध्य का कलन किया गया । 
यह माध्य 75.7 सेंटीमीटर था। अब तय यह करना है कि 75 सेंटीमीटर से इस माध्य 
का अंतर क्या यह इंगित करता है कि निर्माण-कार्य इस समय नियत्रण से वाहर था। 





*प्रयोग द्वारा जिस परिकल्पना के वारे में यह निर्णय करना होता है कि वह 
निराकरण करने के योग्य है अथवा नहीं उसको निराकरणोय परिकल्पना (प्र 
॥99०४४«»5) कहते हैं। 


प्रसामाग्य यंटन १४७ 


इसको तय करने के छिए पहिले हम इस निराकरणीय परियल्पना में आरभ करेंगे 
कि निर्माणकार्य नियप्रित घा। इसका अं यह होगा कि यह प्रतिदर्श एक समप्टि में से 
लिया गया है, जिसझा वितरण प्रसामान्य 7४(5, ०.7) है। णाइए, हम देसें कि 
इस प्रयोग में # का मान य्या है। 





स्त 
ग/शफ 
__$*7--50 7 
चय छा ५ व! 6 
बम 
£ के इतने अधिक या इससे भी अधिऊ मान होने की प्रायिकता हम पहले उदाहरण 
में ही मालूम कर चुके है। हम यह भी जानते हैँ कि यह इतनी कम है कि निराकरणीय 
परिकल्पना को त्याग देना ही उचित मालूम देता है। इसलिए यह समझा जा सकता 
है कि निर्माण वास्तव में नियत्रण से बाहर था । 
उदाहरण (३) मनुष्यों की बुद्धि को नापने के छिए एक प्रकार का परीक्षण 
तँयार किया गया है जिसे बुद्धि-परोक्षण (/2॥०8०॥०० ६७४) कहते हैं। इसमें 
200 था 300 छोटे-छोटे प्रश्न पूछे जाते है जिनके उत्तर एक निदिष्ट समय में देने होते 
है। इन उत्तरों पर नम्बर दिये जाते हैँ और यदि किसी को इस परीक्षा में 60 प्रतिशत 
से कम नम्बर मिछे तो उसे अलतोपषजनक समझा जाता है। एक विश्वविद्यालय की 
ओर से 20 वर्ष पूर्व इस परीक्षा का उपयोग हजारों विद्याथियों पर किया गया था। 
यह देखा गया कि दस प्रतिशत विद्या्थियों का परीक्षा-फणलछल असतोपजनक था। इस 
वर्ष इस परीक्षा का उपयोग 64 विद्याथियों पर किया गया था। इनमें से केवल पाँच 
ऐसे थे जिनका परीक्षाफल असतोपजनक था। * 
एक वैज्ञानिक का कहना है कि इस प्रयोग से यह मालूम होता है कि कुल मनुष्यों 
में बुद्धिमान्‌ मनुष्यों का अनुपात जितना 20 वर्ष पूर्व था उससे आज अधिक है। यहाँ 
बुद्धिमान्‌ मनुष्यों से वैज्ञानिको का तात्पर्य उन मनुष्यों से है जिन्हें वुद्धि-परीक्षा में 60. 
प्रतिशत से अधिक नम्बर मिले। हमें यह देखना है कि इस वैज्ञानिक का कथन कहाँ 
तक युक्तियुक्त है। हट 
पाठक निश्चय ही यह सोचेगें कि ऐसी स्थिति में द्विपद-बटन का उपयोग करना 
चाहिए, क्योकि हमें यह जाँच करनी है कि इस प्रतिदर्श में वुद्धिमान्‌ मनुष्यों का जो 
अनुपात है उतना या उससे अधिक अनुपात होने की प्रायिकता नया है। यदि यह समझः 


१४८ सांए्ियिको के सिद्धान्त और उपयोग 


लिया जाय कि अब भी समष्टि में अनुपात 90 प्रतिशत ही हूँ तो पाठकों का यह 
विचार ठीक है। परन्तु द्विपद-वंटन के प्रयोग में कुछ कठिनाई है। जैसा कि पहछे 
लिखा जा चुका है, /४ के 50 से अधिक मान के लिए द्विपद-वंटन की कोई सारणी प्रस्तुत 
नही है। इसलिए द्विपद-वटन के प्रयोग के लिए स्वयं इस प्रायिकता का कलन करना 
होगा। यद्यपि यह कठिन नही है परन्तु इसमें बहुत समय लगेगा। इस कारण ढिपद- 
बंटन के स्थान में हम इस वटन के किसी सन्निकटन (2ए[70उग्राआ०४) की 
उपयोग कर सकते हैं जिससे ऊपर दी हुई निराकरणीय परिकल्पना की जाँच कुछ 
मिनटों में ही हो सकती है। 
द्विपद-वटन का माध्य है 
रेप 9-+64२९ ०.०0 
56.4. 

इसका मानक विचलन है ५/ [०५ १--९/ दुऋण्यग्हठ 0 

न्त32<0.30 

2-40 
इसलिए इस द्विपद-वटन का सन्निकटन एक प्रसामान्य वटन से किया जा सकता है 
जिसका माध्य 6.4 और मानक विचलन 2.4 है। क्योकि विद्यार्थियों के इस प्रतिदर्श 
में असंतोपजनक फछ पानेवालों की संख्या # का यह वटन है 





इसलिए £ सू प्स्ज 4 का बटन प्रसामान्य है जिसका माध्य ० और मानक 
विचलन 7 है। 
£ का प्रेक्षित मान है +-774_ 
24 
| ही 7 
क्रय 
ज्+--0.583 


£ का इतना कम या इससे भी कम मान के होने की प्रायिकता 3०% से भी 
अधिक है। इसलिए यदि कम-बुद्धिमान्‌ मनुष्यों की प्रतिशतता अब भी 70% ही हो, 
फिर भी हम सौ वार में तीस वार यह उम्मीद कर सकते है कि 64 विद्याथियों के प्रति- 
दर्श में 5 या उससे भी थोड़े कम-बुडिमान्‌ विद्यार्थी पाये जायेंगे । यह प्रायिकता इतनी 


प्रध्ामान्य यंटन १४९ 


अधिक है कि इस प्रयोग से इतना बड़ा निष्कर्ष निकाछ छेना युवितयुयत मालूम नहीं 
होता कि अब बुद्धिमान्‌ मनुष्यों का जनुपात बढ़ गया है। 

यद्यपि प्रसामान्य बटन के जनेको और पिभिन्न उपयोग हैँ, परन्तु जाप अब तक 
परिकत्पना की जाँच में इसके उपयोग को बगफी समझ चुके होगे। जौर जधिक उदा- 
हरण देने की आवश्यकता नही है, क्योकि चाहे विज्ञान में या किसी परिकल्पना 
को जाँच के लिए इसका प्रयोग किया जाय सिद्धान्त और तरीका वही रहेगा। 

परन्तु यदि ज्ापका दृष्टिकोण जालोचनात्मक है तो आपको प्रमामान्य बदन 
सौर प्यासो वटन के उपयोग के बारे में एक संदेह अवश्य उठा होगा। इन उपयोगों में 
आपका ध्यान इस और गया होगा कि कई बार मूल समस्या यह नही होती कि प्रतिदर्श 
एफ विशेष प्रसामास्य अबवा प्वासों समप्टि से लिया गया है। वल्कि वह केवछ 
समप्टि के माष्य अयवा मानक विचलन से संबंध रसती है। प्राय. सभी उदाहरणो 
में हमने यह कहा है कि एफ बहुत बड़े प्रतिदर्ण के आधार पर हम यह जानते हैं कि वटन 
प्यासो है अयवा प्रसामान्य है या वह आयताकार है। छेकिन यह स्पप्ट है कि इस बढ़े 
प्रतिदर्श में चर का बटन ठीक प्रसामान्य अथवा प्वासों होना असभव है। इस प्रतिदर्स 
में चर के वास्तविक वटन और गणितीय वटन में अन्तर के महत्व को मापने के लिए 
भी तो कोई परीक्षण होना चाहिए। इसका विवरण हम अगले अध्याय में देंगे जिसमें 
हमारा परिचय एक नये वंटन »९-वंटन (काई-बर्ग बंटन) से होगा। जिस समस्या 
का यहाँ हमने उल्लेख किया है उसके अलावा अन्य समस्याओं के सुझझाने में उसके 
प्रयोग का वर्णन भी वहाँ किया जायेगा। 


सारणी संख्या 82 








प्रसामान्य वंटन 2४ (७, ०) के कुछ प्रतिशतता-विदु 





चुत 5.0 | 2.5 | 70 | ०.5 


० 5 





4.65 | 7.96 | 2.33 | 2.58 


विस्तृत सारणी के लिए देखिए 


#इप्रपपंत्ग पश्ण८७ 67 अणग०झव्ग, 4डप०णापरने गाते ४०वाटश 
मक्षाला? छए छंग्रीद शार्५ए ३०5. 


अध्याय ९ 
४४-वँंटन 


$ ९१ यादृषच्छिक चर के फलन का वंटन 

मान छीजिए कि एक यादृच्छिक चर >६ का घनत्व-फलन / (४) है। यदि & (2) 
इस चर का कोई एकस्वनी* (770707070८) फलन हो तो इस फलन का पनत्व- 
फलन क्या होगा ? यदि हम इसको/£ (%) से सूचित करें तो 


६ (थे रू ॥0 2[४< ९ (2) <४+ 6] 
6-० 6 
न ६. आ[€१ ७0 <#< ९४ (४+ 6) ] 
86-0० ह कि 
यहाँ €/ (&) से हम >( के उस मान को सूचित करते है जिसके लिए £ (>)-१% 
हो। क्योकि हमें > का घनत्व-फलन ज्ञात है, इसलिए 
7[&7 (8 <झ< 67 (४+ 6)] 
का परिकलन किया जा सकता है। (देखिए $ ४४२१) 
$ ९२ ४» का वंटन 
ऊपर दिये साधारण नियम का एक बहुत ही सरल उदाहरण वह है जब 
2) ++ ऊ* 
7 (७) 55 +१/ ४ और --९/५ 


बल्‍्ठु ५८ ह्पता<७+ हे जिक्र फकररैन३ 0-0 क्र + 7 | 








+यदि & का कोई फलन € (&) ऐसा हो जिसका मान » के बढ़ने के साथ बिना 
चढ़े बढता जांय अथवा बिंना बढ़ें घटता' जाय तो उस फछून को & का एकस्वनी 
फलन कहते हूँ । 


>-बंटन श्५१ 


यदि € बहुत छोटाहो वो 6१और 6 के अन्‍य जेंचे घातों (707०३) को उपेक्षा 
की जा सकती है। ३ 


"० त्ऊझढ) शा प्न3 न 
ह“ #[अ<>ेग्ट४+ 6 ] >>? [-#* -$6 कर श< ८ स्न् ] 
न ग हि डक रे +36 £] 


36 / (४) +/ (-)| “७7 


यदि & का बटन 7४ (०.) हो वो 


ए[४<>१<%+ 6 ] २३6 «४ * ६ “' (२. 7 /]] 
गा 


१८2 
ह्् नमन 6 अर तर 
्थ्या 
/« यदि > का बठन ?ए (०77) हो तो 2(? का घनत्व फलन 
/ (०) 7 26 कि "० 8२००६३००४८६६:६६% (9:23) 
अल 


यह बटन 7 स्वातत्य-संस्या (8०27०८ ० (००१०४४ 7 ) वाढ्य #*-वटन कहछाता 


है। जिस चर का ऐसा वटन होता है उसे ३, चर कहते है । 
£॥ 
$ ९३ »2, चर की परिभाषा 


इस प्रकार के ॥ स्वतत्र 2७ चरो के योग को 2५ से सूचित करते है और इस 


चर को ॥ स्वातंञ्य-सख्या वाला /१-चर कहा जाता है। यह सिद्ध किया जा सकता 
है कि इस चर का घनत्व-फलन , (») निम्नलिखित होता है। 


७) कत -प अत हिशेरि | »०>" (9-3) 


(५) 


+ 


१५२ सांदियरों के शिद्वान्त भोर उपयोग 


यहाँ [? (2) विम्नछिधित समाझछ (४८8) का मान हैं 


| (४) हा 


कि १ परवात्मक 
यह स्पष्ट है कि ५, केवछ पनात्मक मान ही पारण कर सकता है और सब मतात्मक 


मालों को धारण कर सकता है। मयीकि | (४) इस यायृच्छिक चर का पतल- 
फलन है इसलिए 


ब्० 
। डे दा 
(जि अरे * * कऋकाय 
0 
०० 
यानी | कण हव 2०-27 ए (8) बल्त> 4) 
० हर 


यह फल $ के प्रत्येक मान के लिए सत्य है) 
$ ९४ 2 बंटन के कुछ गुण 
ड़ 
यदि > का वंटन २, है तो 


का ०० 5 
है 005 | अझ् ज 5. 


3. 
व शा श्र 
न खाए) हे (४) 
-४ ७ (5) 
 ्एछ् 


>-पघंटन श्५३ 


[ (५) एक फलन है जिसमें कुछ विशेषताएँ हे। उनमें से एक यह है कि 
३ (+न॑-) 55% [! (&) | यह » के सव धनात्मक मानो के लिए सत्य है। इसलि 


/ (०१२)-४ 7 (६) 
४“ 2 (0 5 2) 


इस प्रकार हम देखते है कि किसी हऋ-यटन का माध्य उसकी स्थातब्य- 
संख्या के बरावर होता है। 
(2) 7(5) - 5 (४०) -- 7० (९) 





में (0-७ [का धो घन 
(०0) हि न्फ़छ) ८ 
१94 [0 
जग गो 3 
.. अब 
छ) 5 27७) 
बन 2 (ध-+-2) 
“7 (>&) + # (॥+श-नही 
न 20 (9.6) 


(3) दो स्वतंत्र >> चरों का योग 

मान लीजिए कि >, कोई ह- चर है और >, कोई नि चर है और ये 
दोनों चर एक दूसरे से स्वतत्र हैँ। इनको क्रमश #॥; तथा ॥५ चरों का योग समझा जा 
सकता है जो एक दूसरे से स्वतंत्र हो और जिनका वंटन ग्प की जाति का हो। इसलिए 


इन दो चरो का योग (5,-->,) एक चर है! 


कै 8; 
इसी प्रकार कई स्वतत्र /-चरों का योग भी -चर होता है और उसकी 


रः हर 2 पु है हे ग् 2 
हक इन विभिन्न »-चघरों की स्वातंत्र्य-संस्याओ के योग के वराबर 
होती है। 


श्प्ड सांश्यिकोी के सिद्धान्ते और उपयोग 
$ ९५ समप्टि को पूर्ण रूप से विनि्दिप्ट (#«४१) कंरनेवाली परि- 
कल्पनाओं के लिए «- परीक्षण | ० 


यदि निराकरणीय परिकल्पना समप्टि को पूर्ण रूप से विनिदिष्ट करती हो बौर 
यदि इस समष्टि से चुना हुआ एक ययेप्ट परिमाण का यादृच्छिक प्रतिदर्श आप के पास 
हो तो इस परिकल्पना की जाँच आप कैसे करेंगे ? मान लीजिए फि परिकल्पना यह है 
कि सम्टि /४ (४, ०) है। इसके लिए एक परीक्षण का परिचय आप असामान्य 
वटन के उपयोग के सवध में पा चुके है। परतु वह परीक्षण किसी हद तक समष्टिके 
माध्य # से अधिक संबंध रखता था। यदि प्रतिदर्श का माघ्य ४ के वरावर अथवा 
उसके अत्यत निकट होता तो समष्टि के प्रसामान्‍्य न होते हुए भी हम उस परीक्षण 
द्वारा परिकल्पना के विरुद्ध फैसला नही दे सकते थे । यदि समप्टि प्रसामार्न्य भी होती 
परंतु उसका वास्तविक प्रसरण परिकल्पित प्रसरण ०» से बहुत अधिक होता तो भी 
बह परीक्षण इसकी जाँच नहीं कर सकता था। निश्चय ही आप ऐसे परीक्षण की 
खोज में होगे जिसका संबंध पूरे वटन से हो न कि केवल उसके माघ्य से। ऐसा एक 
परीक्षण साह्यिकों ने खोज निकाला है। यह न केवल प्रसामान्य अथवा प्वासों वटनों 
से सबधित है वरन्‌ प्राय. किसी भी वृटन से सवधित परिकल्पना की जाँच के 
लिए उपयुक्त है। इस परीक्षण में ४- वंटन का प्रयोग किया जाता है और इसके 
लिए काफी बड़े प्रतिदर्श की आवश्यकता होती है। 
मान छीजिए कि यादृच्छिक चर जितने मान घारण कर सकता है उन सबके कुलक 
(5८८) को & से सूचित किया जाता है। मान छीजिए इस कुलक को / भागों में 
विभाजित कर दिया जाता है, जिनको क्रश ७,, &,, . , 5, से सूचित किया जायगा। 
उदाहरण के लिए यदि यादृच्छिक चर का वटन द्विपद है जिसके प्राचल (कभ7टटा ) 
6 और $ है तो & निम्नलिखित मानोवाला कुछक है-- ह 
-, ०7२23, 45 और 6 _ 
यही वे मान है जो कि ऊपर दिया हुआ द्विपद-चर घारण कर सकता है। इन सात 
मानों के कुछक को सुविधानुसार कई, भागो में विभाजित किया जा सकता है। गधा, 
मान छीजिए पहिले भाग में ०, 7 और 2 है, दूसरे में 3; तीसरे में4 ; और चौथे में 5 
तथा 6। ये भाग परस्पर अपवर्जी (साणप्रभीए ब्यटॉपअंएट) तथा निःश्ेपी 
(०श००5प४०) हैं अर्थात्‌ & का प्रत्येक मान किसी-त-किसी भाग में सम्मिलित 
हो गया है। 


#ऋ-वंदन १५५ 


हम याइृच्छिक चर के वटन के आधार पर उसके इन विभिन्न भागों में होने की 
प्रायिकता का परिकलन कर सऊते है। ये प्रामिकलाएँ निम्नलिसिल है 
? (8)- (-#/+6 (को #+45(-फफ 
2 ($,)-- 20 (--#)%१ 
2 (5३) 35 (-|॥' 
# (8) 6 (--##+#* 
यदि हम 7? (5,) को | द्वारा सूचित करें तो 


3 
अं #चनप 


क्ख्ण् 
क्योकि ये कुलक परस्पर अपवर्जी तथा नि शेपी है । 
भान लीजिए कि ४ परिमाण का एक यादुच्छिफ प्रतिदर्श चुना जाता है और इन विभिन्न 
कुलको में चर के प्रेक्षित मानो की सख्या क्र 9, >> है है। 
हमारा पहिला उद्देश्य तो एक ऐसे माप को मालूम करना है जो प्रतिदर्श-बंटन 
तथा परिकल्पित वटन कै अतर का आभास दे सके । परिकल्पना के आधार पर प्रतिदर्श 
में प्रत्याशित बारंबारता क्रमशः 
| सन >न ह। “जा 
थी। जो माप हम चाहते है उसे स्पप्टतया इन प्रत्याशित वारंबारताओ और प्रेक्षित 


चारंबारताओं के अतरों का फलन होना चाहिए । इस प्रकार का एक फलन 
निम्नलिखित है 


(3७४०१ 
भवन 7 
ग्फ् 
3 
चज्ओ १2-४8 ब्न्न्न्न्न्न्न् यो 
कच्च फ्रा 


काले पियरसन (एक ८४४०7) ने यह सिद्ध किया था कि इस ऊपर लिखित 
माप की कुछ विशेपताएँ हैँ। जैसे-जैसे प्रतिदर्श परिमाण 8 को बढ़ाया जाय इस माप 
का वदन ऐसे :- वंदन की ओर अग्रसर होता जाता है जिसको स्वातंत्र्य-सख्या ((--7) 
है। इस वन की उपपत्ति ( 9:0०) यहाँ नही दी जा रही है। 

इस गुण के प्रयोग से एक और परिकल्पना-परीक्षण तैयार कर सकते हूँ जिससे 
इस परिकल्पना का परीक्षण किया जा सकता है कि यादृच्छिक; चर के विभिन्न कुलकों 


१५९६ सांस्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


में होने की प्रायिकताएँ क्रमशः /,, /,......., 27 हैं। यह निराकरणीय परिकल्पत 
स्वय एक विश्येप वंटन पर आधारित है। यदि इस निराकरणीय परिकल्पना को सदेह 
जनक समझा जाता है तो इस आधार वंटन पर सदेह होना भी स्वाभाविक है। 


मान छीजिए » (/)) द्वारा हम उस मान को सूचित करते है जिससे अधिव 
श्नु 
होने की प्रायिकता--किसी चर के लिए -- / प्रतिशत है। यदि # इतना 
यू 


छोटा हो कि इतनी कम प्रायिकता वाली घटना का होना प्रायः असंभव समझा जाय और 
ढ 2 ह.। 
यदि प्रतिद्श-परिमाण इतना अधिक हो कि ४ को एक /< चर माना जा सके 
प्न 


तो हम आशा करते है कि यदि परिकल्पना सत्य है तो का मान5 ट | 
से अधिक मही होगा। यदि ० का प्रेक्षित मान (2) से अधिक हो तो 
गन 


हम परिकल्पना पर संदेह करने और उसको त्यागने के लिए बाध्य हो जाते है। हट्त 
संख्या # को इस परीक्षण का सार्थकता-स्तर (7९९८ 0 अंह्एं7:४7०८) कहते है । 


ड्र 
$ ९'६ »” वंटनों की सारणी मु 
अनुभव से ज्ञात हुआ है कि यदि प्रतिदर्श-परिमाण इतना अधिक हो कि प्रत्येक 


प्रत्याशित आवृत्ति [६ पाँच या पाँच से अधिक हो तो हम 2४-बंटन का अयोग कर 
सकते है । यदि किसी कुलक में प्रत्याशित वारंवारता पाँच से कम होती है तो उस कुलक 
को समीप के किसी अन्य कुलक से मिला दिया जाता है जिससे इस बढ़े हुए कुलक में 
प्रत्याशित बारंबारता पॉच या उससे अधिक हो जाय। साझ्यको ने इस प्रकार के 
परीक्षण के लिए एक सारणी वना रखी है। इसमें 7 से ३० तक की स्वातंत्र्य-सख्याओं 


बाले 2- वठनों के लिए, तया # के विभिन्न मानों के लिए #' (2) के मान दिये 
हुए हैं। इस सारणी का उपयोग केवल उसी स्थिति में किया जाता है जब स्वातश्य- 
सल्या (/--7) तीस या तीस से कम हो। यदि यह तीस से भी अधिक हो तो हम 
रोनाल्‍ड ए. फिशर द्वारा खोजे हुए इस गुण का प्रयोग कर सकते है कि # के बड़े मानों के 
लिए ५८275, का वटन प्रायः प्रसामान्य होता है और उसका माघ्य ५/2#-7 
तथा प्रसरण 3 होता है। 
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$ ९-७ आइए अब हम दो-तीन उदाहरणों द्वारा इस सिद्धान्त को अच्छी 
दरह से समभ लें 


उदाहरण (१) कुछ लोगों का विश्वास है कि विभिन्न ग्रह और अन्य आकाशीय 
पिंड सप्ताह के अछग-अछूग दिनो पर राज्य करते हैँ। वे ये भी विश्वास करते है 
कि इन ग्रहों का वर्षा पर अछग-अछूग प्रभाव पड़ता है। इस तरह वे आशा करते है 
कि यदि कुल वर्षा के दिनों की जाँच की जाय तो मालूम होगा कि उनमे सोमवार की 
भपेक्षा इतवार अधिक हैँ, मगलवार की अपेक्षा सोमवार अधिक है इत्यादि। यानी 
विभिन्न वारों की बारंबारताएँ भिन्न-भिन्न होंगी । हम यहाँ उपयुक्त मूल विश्वास की 
विवेचना नहीं करना चाहते वरन्‌ उस विश्वास से सबधित वर्षा के दिवो के बारे में 
एक सांख्यिकीय परिकल्पना की जाँच से ही सतोय कर लेंगे । 
हमारी निराकरणीय परिकल्पना छल, यह है कि वर्षा की रविवार, सोमवार, 
मंगलवार, बुधवार, बृहस्पतिवार, शुक्रवार एवं शनिवार को होने की प्रायिकताएँ 
समान हैं। यदि इन प्रायिकताओं को 9, /३, (३, /7७ 7७ /0 और /% से सूचित 
किया जाय तो मर, यह है कि #8 नर 88 न८ !8 77३१ 7२ /७ ₹5 / सत/प तन है 
और इसका निष्कर्प यह है कि यदि हम पिछले कई वर्षो के दिनो के आँकडों का विश्लेषण 
करें तो उसमें सप्ताह के प्रत्येक वार का प्रतिनिधित्व लगभग समान होगा । 
प्रयोग--किसी विशेष स्थान के मौसम वैज्ञानिक दफ्तर (77260006ट2८र्था 
०१०८) से हम पिछले 3०7 वर्या के दिनों कर विश्लेषण करके उनमें विभिन्न वारो 
की बारंवारता का पता छगायेंगे । 
सार्यकता-स्तर (/९४< ० 3एहरव्थाा८८) 
हम यह पहिले से ही तय कर लेते हैँ कि यदि प्रेक्षित बारंवारताओं की इस परि>- 
कल्पना के आधार पर परिकलित प्रायिकता पाँच प्रतिशत से कम होगी तो हम परिकल्पना 
का त्याग कर देंगे । इसलिए इस प्रयोग का सार्थकता-स्तर # 5 प्रतिशत है। 
अस्वोकृति-क्षेत्र (20% 0 कश्ुंध्धांकर) 
यदि 2(-का प्रेक्षित मान नव के सारणी में दिये हुए पॉच-प्रतिशत-विदु 72.592 
से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिकल्पना /स, को त्याग देंगे अथवा उसे अस्वीकार 
करेंगे। 
(देखिए सारणी संख्या 9.8) 
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आँकड़े (0६3) ह हा जाए 

वर्षा के दिनों को सात कुछकों में विभाजित किया ग़या है। हर एक कुछक सप्ताह 
के एक विश्येप वार को हुई वर्षा से संवंधित है । नीचे सारणी में इन कुछको में प्रेश्षित 
बारंबारताएँ दी हुई है। निरकरणीय परिकल्पना के अनुसार हर एक कुक की प्रत्मा- 
“शित बारबारता 292 -- 43 है। 


सारणी संख्या 9-4 
पिछले 307 वर्षा के दिनों में विभिन्न वारों की .वारवारता 
न नतनन + न टन सल पतन पिन +++ नमन न के नननल मन्नत“ मं5 लिन 
[0000 | सोमवार | मगलूवार | बुधवार | वृहस्पतिवार | शुक्रवार | शनिवार 


0) | 9 | ७) । 8 | छे ७9: ७9_ 


48 | 52 | 34 | 32 / 











विश्लेषण -- 


यः 

# बन 7:00) * (देखिए समीकरण 9.7) 
क्ख्ो (/५॥ ३ * 

दंड [ ए.++(०++(-०१+(७१+ (9?+(-9/+(-70// 

बेड | 7444०0+36+25+87+8+7 27 |: 


88 
पा दड 


॥॥ 


नर 77.349 


कल--क्योंकि »८ का प्रेक्षित मान 72. 592 से कम है इसलिए इन आँकड़ो 
के आधार पर नियकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करने का कोई कारण नही है। 
उदाहरण (२) 

अब हम फिर उस उदाहरण को छेते हूँ जिसमें हमने इतिहासकारों के मत का 
असामान्य वटन द्वारा परीक्षण किया था। इसमें निराकरणीय परिकल्पता मह थी कि 
“राजस्थान के एक विशेष भाग के लोगो की ऊँचाई का, वंदन प्रसामात्य है जिसका 
“माध्य 5 फुट 6 इच और मानक-विचलन 2.5 इंच है । हु हे 

हम पहिंले ऊँचाई ॥ के परास (778०) को आढ भागो में विभाजित करते हैं 

(7) # < 4 फुट 70.5 इच 

(2) 4 फुंट 70.5 इच € #£ << 5 फुट 7 इंच 

(3) 5 फुट 7 इंच &€ ॥ < 5 फुट 3.5 इच 


2, 


#-बंटन श्प्द 


(4) 5 फुद 3.5 इच € ४ < 5 फुट 6 इच 

(5) $ फुद 6 इच &€ ॥ < 5 फूट 8.5 इच 

(6) $ फुद 8.5 इच € | < 5 फुट य] इच 

(7) 5 फुट हा इंच € #/॥ << 6 फुट 3.5 इच 

(8) | 9 6 फुठ 7.5 इच 

नीचे को सारणी में राजस्थान के उस भाग के एक 200 परिमाण के यादुब्छिक 
प्रतिदर्श में इन आठ भागों के लिए बारबारताएँ दी हुई हैं । इन प्रेक्षित वारवा रताओ के 
नीचे प्रत्याशित वारवारताएँ भी दी हुई है जिनका परिकछन निराकरणीय परिकल्पना 
के आधार पर किया गया है। 


सारणी संख्या' 9-2 






5 मिलिलि लि पर | 2 | 4|5 । 6 न | 8 
प्रेक्षित 
बारबारता | _ 76 ( 23 | 60 | 65 | 38 | 74 | १ 


प्रत्याशित 
बार॑बारता 





0.27 | 4-29 7-8 ०.27 





(08.27(68 खंश- 38| 4.29 


अस्पीक्ृति-क्षेत्र --हम ऊपर के ऑकड़ो के घिइलेपण से पहिले ही यह तय कर 
चुके है कि यदि प्रेक्षित %० का मान समुचित 2० बटन के पाँच-प्रतिद्त-विदु 
से अधिक होगा तो निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार कर दिया जायगा। 

हम यह देखते हे कि पहिले दो और अतिम दो कुलको में प्रत्याशित वारवारताएँ: 


हि > 2 हु ५ 
पाँच से कम हैं। इसलिए /(- का परिकलन करने से पूर्व पहिले, दूसरे और तीसरे 
कुछकों को मिलाकर तथा छठवें, सातवे और आठवे कुलको को मिलाकर इतमने बड़े 
कुलक बना लेना चाहिए कि प्रत्याशित बारवारता पाँच से अधिक हो जाय। इस प्रकार 


2 है 
कुल चार कुक रह गये और यदि प्रेक्षित 2 का मान 2, के पॉँच-प्रतिशत-बिद्धु 


प्र-श5$ से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करेगे। (देखिए 
सारणी सख्या 98) सम 


विश्लेषण--- 2. (42-00--737-73)₹ रे (60.00--68.27% 


का वठ3 ५ बाप जनत 
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+- (65.00-768.277 | (3.00-373/ 


68.27 37.73 
स्त- लए -पीडआ5  6839-+-70.% 
37.73 हि 68.27 


< 7.85 


लिष्कर्प---क्योकि ड् प्ेषे ब ५ 
निष्कृ्- % का प्रेक्षित मान 7.875 से कम है इसलिए इन आँकड़े 
के आधार पर परिकल्पना अस्वीकृत करने का कोई कारण नही है। 


$ ९"८ आसंजन-सौप्ठव का «- परीक्षण 


आपका ध्यान संभवत: एक वात पर गया हो कि ऊपर की निराकरणीय परिकल्पना 
को विना किसी परीक्षण के ही अस्वीकृत किया जा सकता था। किसी भी असामान्य 
वंटन में ऋणात्मक मान धारण करने की प्रायिकता शून्य नहीं होगी जब कि ऊँचाई के 
लिए यह प्रायिकता अवद्य ही शून्य है। ऋणात्मक ऊँचाई अर्थ-शून्य है । वास्तव में 
जब हम यह कहते हैँ कि ऊंचाई का वंटन प्रसामान्‍्य है तो इसका तात्पर्य केवल यह होता 
है कि वंटन प्रसामान्य वंटन से इतना अधिक सादृश्य रखता है कि किसी भी अप-पूर्ण 
रास में ऊँचाई की वारंवारता का कलन प्रसामान्य वटन के आधार पर करने से कोई 
विज्ञेप भुटि नही होगी। प्रायः जब हम समष्टि के एक विश्ञेप गणितीय वटन होने की 
परिकल्पना का परीक्षण करते हू इसी प्रकार के तक का प्रयोग किया जाता है! कोई 
भी साह्यिक कभी भी गरभीरता से यह विचार नहीं कर सकता कि यह परिकत्पता 
एकदम यथार्थ हो सकती है। इस परीक्षण का तात्पय केवल यह जानना है कि यह 
विशेष गणितीय वंटन समष्टि का अच्छा खासा संतोषजनक विवरण दे सकता है अथवा 
नही । १ के 
इस प्रकार के परीक्षण को आसंजन-सौप्ठव (800०ंगट5 ०६ 80 का #- 
"परीक्षण कहते है । हु 


$ ९९ समष्टि को अपूर्ण रूप से विनिदिष्ट करनेवाली परिकल्पनाओं के 
लिए - परीक्षण * 


ऊपर के उदाहरण में परिकल्पना में समप्टिक के ४ और ० के म्रानों के द्वारा 
“समष्टि को धुर्ण-रूप से विनिदिप्ट किया हुआ था। कुछ परिकल्पताएँ इतनी स्पष्ट 
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नहीं होती | वे यह नहीं वताती कि समप्टि वया है वरन्‌ केवछ उसके रूप (7298) 
सेसवध रखती है । उदाहरण के लिए हमारी परिकल्पना यह हो सकती है कि ऊँचाइयो 
का वटन प्रसामान्य है। उसके माध्य और प्रसरण को हम विनिदिष्ट नहीं करते। 


इस परिकल्पना का परोक्षण #“वटन की सहायता से किस प्रकार किया जाता है, 
भह नीचे के उदाहरण में दिया हुआ है। 

निराकरणीय परिकल्पना प्र, : राजस्थान के एक विशेष भाग के निवासियों 
की उँचाइयो का वटन. प्रसामान्य है। 


हच 2 ञ &७ २. ७७: 
पूर्व इसके कि हम 2- परीक्षण का प्रयोग करें, हमें यह माठूम करना है कि कौन 
सा प्रसामान्य वटन प्रतिदर्श वेंटत से अधिकतम सादृव्य रखता है। इसके लिए सर्वे- 
प्रथम हमें प्रतिदर्श-वंटन से [८ और ० का प्रावकलन करना है। फिर हम इन प्रावकलित 


डे तक 
# और ० वाले प्रसामान्य बटन के लिए 2८- परीक्षण करेगे । 


इसमें :९- की स्वातंत्य-सस्या कुल कुलकों से एक नही वल्कि दो कम होती है। 
स्वातंत्य-सख्या के मालूम करने का साधारण नियम यह है कि कुल कुलको की संख्या 
में से उन प्राचछों की सख्या को घटा दिया जाय जिनका प्रावकलन भ्रतिदर्श पर ही 
आधारित हो | 

ऑकड़ें--प्रतिदर्श में भाध्य 5 फुट 7 इच और मभानक-विचलन 2.3 इंच है । 
पिछले उदाहरण की भाँति ऊँचाइयो के परास को चार भागों में विभाजित किया हुआ है। 

(7) ॥ < 5 फुट 47 ईंच 

(2) 5 फुट 4 इच € # < 5 फुट 7 इंच 

(3) 5 फुट 7 इंच &€ ॥ < 5 फूट 9.3 इच 

(4) # > 5 फुट 9.3 इंच 


इन चार भागों में प्रेक्षित और प्रत्याशित वारंवारताएँ नीचे की सारणी में दी हुई हैं । 
सारणी संख्या 9.3 

ना 

प्रेक्षित बारवारता | 4 | 63 69 | 27 


प्रत्याशित बारवारता।37.73 68.27/68.27|37.73| 























अस्वीकृत्ति क्षेत्र--यदि प्रेक्षित » का सान नि के पाँच प्रतिशत बिंदु 5.997 से 
हर 


श्ष्र सांढ्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


अधिक होगा तो निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार कर दिया जायगा। 
(देखिए सारणी संख्या 9.8) 


विड्छेयण--- /( -- (42-00--37.73)2 +- (63.00--68.27)* 








३7.73 68.27 
--.(69.00--68.27)% 4 (27.00-37.737 
68.27 37.73 
८ 25-93 -22.37 ।_27-77--0.53 
37.73 68.27 
< 5997 ह 


इसलिए इस परीक्षण के आधार पर परिकल्पना को अस्वीकार करने का को 
कारण नहीं है। 
$ ९*१० गृण-साहचर्य (.45०6८9# 5/ ८४/४/८) के लिए दो स्वतंत्र 

प्रतिदर्शी - परीक्षण 

अब हम एक बहुत ही मनोरजक प्रहेलिका क्या हल ढूंढेगे। कुछ गुण ऐसे हो 
है जिनमें परस्पर साहचय॑ (३४50८०४४४०४) होता है। इसका अर्थ यह है कि यदि किसी 
इकाई में इनमें से एक गुण विद्यमान हो तो उसमे दुसरे गुण के होने की संभावना उ् 
अन्य इकाई की अपेक्षा अधिक होती है जिसमे यह पहिला गुण विद्यमान न हो । 

ग्रूण-साहचर्य का एक महत्त्वपूर्ण उदाहरण टीके (470०८ए2४०%) के प्रभाव 
पर विचार करने से मिलता है। कि 

सब मनुष्यों को दो भागों में विभाजित किया जा सकता है--(१) वे जिनके टीका 
छग चुका हो, (२) वे जिनके टीका न लूगा हो ! हा 

इन सब मनुष्यों को एक दूसरी रीति से भी दो कुलकों में बांदा जा सकता है। 
(१) वे जिन्हें एक निश्चित समय के अन्दर बीमारी हुई हो, (२) वे जिन्हें उसी समय 
में बीमारी न हुई हो ! 

डाक्टरों का कहना यह है कि ठीका ऊूगाने से बीमारी से बचाव होता है । उनके 
इस कथन की जाँच करने के लिए सांख्यिक दो यादृच्छिक अतिदर्श ले सकता है-“ 
एक उन मनुष्यों में से जिनके टीका छग चुका हो और दूसरा उन मनुष्यों में से जिनके 
टीका न छूगा हो । यदि टीके का कुछ भी प्रभाव बीमारी को रोकने पर नही पड़ता तो 
इन दोनों प्रतिदश्यों में वीमारों का प्रत्याशित अनुपात समान होगा । यदि प्रतिदर्शों में 
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इस अनुपात में कुछ अंतर हो तो वह इतना कमर होना चाहिए कि उतने या उससे अधिक 
अतर के केवल संयोग से पाये जाने की प्रायिकता बहुत कम न हो। इसके विपरीत 
यदि इन अनुपातो में अतर बहुत अधिक हो अर्थात्‌ यदि टीका लगे हुए मनुष्यों में बीमारो 
का अनुपात उस अनुपात से बहुत कम हो जो बिना टीका छग्रे हुए लोगों में है--इतना 
कम कि यह समझना कठिन हो जाय कि यह अतर केवल सयोगवश हो गया है--तो 
हम कह सकते हैं कि इन प्रेक्षणों द्वारा डाकटरो के कथन की पुष्टि हो गयी है । 

नीचे इसी प्रकार का एक उदाहरण दिया हुआ है जिससे यह स्पष्ट हो जायगा कि 
बड़े प्रतिदर्शों में प्रायिकता का कूलन किस प्रकार किया जा सकता है। 

उदाहरण (१) एंक रोग भेड़ों में होता है जिसके कारण अधिकतर रोगी भेडो 
की मृत्यु हो जाती है। एक नवीन औपध का आप्किर हुआ है जिसके लिए यह दावा 
किया जाता है कि बह भेडों के इस रोग को ठीक कर देती है। परतु हम यह जानते है 
कि इस विशेष रोग के अतिरिक्त भेड़ों की मृत्यु के अल्य भी अनेक कारण हो सकते है। 
इसके अतिरिक्‍त कुछ भेड़ें विना किसी इलाज के भी ठीक हो सकती है । यह सब॑ जानते 
हुए हमें इस औपध के वारे में जो दावा किया जाता है उसकी जाँच करनी है। 

प्रयोग--पचास रोगी भेड़ों कौ--जो इस विशेष रोग से पीड़ित थी--यादृच्छिकी- 
करण द्वारा पच्चीस पच्चीस के दो कुलकों में वाँट दिया गया। हम इन कुलकों को 8 
और 8 से संबोधित करेंगे। कुलक 2 की भेड़ों का इस औपध द्वारा इलाज किया 
गया और कुछकक ए की भेड़ों का कोई इलाज नही किया गया। 

जब इन पचास केड़ों में से प्रत्येक या तो ठीक हो गयी या मर गयी तो प्रयोग का 
फल निम्नलिखित था-- 

सारणी संख्या 9.4 
प्रेक्षित वारंवारताएं 0 


मस ४ | कुलक 5 

















40 मकििप रन कक) 

(7) (2) 
मोरोगों को सल्या | (2) | था |. 77 32 
मूलुसस्या | (2) | 4 88 
कुल | 25 59० 


१६४ सांह्पिफी के सिदास्त और उपयोग 


निराफरणोय परिफल्पना 7, : औपघ के कारण रोगी भेड़ के नीरोग होने की 
प्रामिकता में कुछ अंतर नही पड़ता । 

इस परिकल्पना के आपार पर कि औपय से कुछ छाम नहीं होता, भेड़ के नौरोग 
होने की प्रामिकता का प्रावकलन स्पप्टतया 28 है। इस प्रामिकता के अनुसार ऊपर की 
सारणी के विभिन्न सानों में प्रत्याशित संख्याए निम्नलिसित होंगी-- 





सारणी संख्या 9.5 
विभिन्न खानों में प्रत्याशित संख्याएँ 24 
हा ध् 
_ -शऐ/ छ 
नीरोगों की संख्या | (3) 76 76 32 





: मृत्युनंस्या [(2)| 9 9.|. 78 





कुछ | 25 25 50 


अस्वीकृषति क्षेत्र--यह आपने देखा ही होगा कि इस सारणी में एक पादवीय वार" 
बारताओं के योग 25, 25, 32 और 78 निश्चित है। इस कारण यदि मध्य के चार 
खानों में से किसी एक में संख्या दे रखी हो तो अन्य तीन खानों की संख्याओं का परिकरलने 
किया जा सकता है। प्रत्येक खाने के छिए अलूग-अलम प्रत्याशित संख्या का कलने 
आवश्यक नही है। (7, 7) खाने में 76 लिखते ही (3, 2) खाने में 32--76₹577० 
(2, 7) खाने में 225--76--9 और (2, 2) खाने में 78--9--9 छिखा जा सकता 
हैं । इस प्रकार प्रयोग के फल में केवछ एक खाने में संख्या निश्चित करने की स्वतत्रता 
है। अन्य खानों की संख्या का परिकल्नन इसी आधार पर किया जा सकता है। इस 
स्थिति में यह्‌ दिखाया जा सकता है कि 
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+ 2 रू ० 8 
का वंदन लगभग १५ है। यहाँ 0, से तात्पयें (, |) खाने में प्रेक्षित सख्या से 
तथा 75 से इसी खाने में प्रत्याशित संख्या से है । 


टैप 2 
इस प्रकार यदि परिकुलित 2% का मान % के पाँच प्रतिशत विदु 3.847 


से अधिक होगा तो हम इस परिकल्पना 27, को अस्वीकार कर देगे। (देखिए सारणी 
संख्या 9.8) 


विश्लेषण-- 2 -+ | 3 0: ह8५॥ 
20 2 न ताक 


£:] 
मल ; 
व 
36 


न्२ 50 [ जगा | ] 
ज 50225 
स्वर 
5 868 
निष्कर्ष--व्योकि 2 का प्रेक्षित मान 3-847 से अधिक है इसलिए हम' उर० 
को अस्वीकार करते है । इस प्रकार हम देखते हूँ कि यह प्रयोग औपध के बारे में किये 
हुए दावे की पुष्टि करता है। 
उदाहरण (२) £26+ बर्गक्रण 
समष्टि को दो भागो में बॉटने के वजाय उसे अनेक भागों में बाँटा जा सकता है। 
उदाहरण के लिए (/) वे व्यक्ति जो म॒ पढ़ सकते हूँ और न छिख सकते हूँ, (8) वे 
व्यक्ति हूँ जो पढ़ तो सकते है, पर लिख नही सकते, () वे व्यक्ति जो पढ़ना बौर 
लिसना दोनों ही जानते हैं । यह भारत की जनता को तीन भागों में बॉटने का एक 
तरीका हो सकता है । 
भारत की जनता को एक और प्रकार से पाँच भागो में विभाजित किया जा 
सकता है। 
( « ) वे ब्यक्ति जो काग्रेस पार्टी के अनुयायी है । 
(8 ) वे व्यक्ति जो कम्यूनिस्ट पार्टी के अनुयायी है । 


१६६ सांख्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 


(१ ) वे व्यक्ति जो प्रजा सोदलिस्ट पार्टी के अनुयायी हैं ! 
(8 ) थे व्यक्ति जो इन तीन पार्टियों के अतिरिक्त किसी अब्य पार्दी के 
अनुयायी हूँ । 
(6) बे व्यक्ति जो राजनीति में विलकुछ दिलचस्पी नहीं छेते या जिन्हें कुछ 
दिलचस्पी है भी तो वे किसी मौजूदा पार्टी के अनुयागी नहीं हैं। 
इन दो प्रकार के विभाजनो के सयोग से कुछ 32९ 5 खानों में जनता के किसी भी 
मनुष्य को रखा जा सकता है। यदि यादृच्छिकीकरण द्वारा चुने हुए व्यवित के इनमें से 
किसी एक में होने की प्रायिकता उन दो विभाजनों में होने की प्रायिकताओं का गुणनफर्ल 
हो जिनके संयोग से यह वना है, तो इस प्रकार के विभाजनों को एक दूसरे से स्वतत्र 
समझा जाता है। उदाहरण के लिए यदि ऊपर के विभाजन स्वतंत्र हों तो इस घटना 
की प्रायिकता कि यादृच्छिकीकरण द्वारा चुना हुआ एक व्यक्ति लिखना पढ़ना नहीं 
जानता और उसे राजनीति में कुछ दिलचस्तरी नही है निम्नलिखित दो घटनाओं की 
प्रायिकताओ का गुणनफल है। एक तो यह कि इस व्यक्ति को पढ़ना लिखिया नहीं 
आता और दूसरी यह कि इसको राजनीति में दिछचस्पी नहीं है । 


इन गुणो की स्वृतत्रता की परिकल्पना के परीक्षण के लिए भी 2>बंटन का प्रयोग 
होता है। यदि एक प्रकार के कुल गुणो की संख्या /: हो और दूसरी प्रकार के कुल गुणा 
की सख्या + हो तो हर्मे एक /3९+ खानों की सारणी मिलती है। ऊपर के उदाहरव 
में हमें एक 32८ 5 सारणी प्राप्त होती है जिसे नीचे दिया हुआ है। विभिन्न खातों में 
व्यवित के पाये जाने की प्रायिकता या प्रतिदर्ञ में विभिन्न खानों में प्रत्याशित संख्या को 
मालूम करने के लिए यह आवश्यक है कि हमें एक-पार्श्वीय प्रायिकताओं का ज्ञान हो। 
इन प्रायिकताओं का प्रावकलन पिछले उदाहरण की भाँति एक पादर्वीय संख्याओं कै 
जोड़ो में कुछ प्रतिदर्श परिमाण का भाग लेकर किया जाता है । 
हम प्रयोग के केवछ उन फछों पर विचार कर रहे हैं जिनमें ये एक-पार्ष्वीय जोड़ 
अचर रहते हैँ जैसा इस विशेष प्रयोग में है। इस कारण किसी पक्ति के (£--7) 
खालों में संस्याओं का ज्ञान होने से हम वाकी एक खाने की संख्या मालूम कर सकते हैं। 
इसी प्रकार यदि किसी स्तंभ की (+--7) संख्याएँ हमें ज्ञात हों दो वाकी एक का परि 
कलन किया जा सकता है। इस प्रकार यदि हमें (£--7) (7-7) सख्याओं का 
ज्ञान हो तो सारणी को पूरा किया जा सकता है। साधारण नियम द्वारा प्राप्त क्र 
वंटन परिकल्पना के अतर्गत लगभग » 6००) (७४) वेटन के बराबर होता है। 
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सारणी संख्या 9.6 
व्यक्त के पढ़ाई के स्तर और राजनीतिक झुकाव की स्वतत्रता 
की जॉच के लिए प्रेक्षित वारंवारताएं 0,, 














2 «& । 38॥9 6858 [86 | कुछ 
हर 32 | 26 | 75 | यू | 24 | 704 
छ 97 | 72 | 75 | 9 | 77 2०4 

















#(4) न नी एच री २2(०)८ नई 
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2(8) न्‍+ न 2 (6)5- फ्न्त् 


सारणी संख्या 9.7 
गुणों की स्वतंत्रता के आधार पर ऊपर के प्रयोग मे प्रत्याशित बारंबारताएँ 
& +२ 2४०(४) 2 (/) 


ब् ि ग्ि 5 6 कुल 














३5.360 | 77-648 | 8.528 | 6.240 | 42-224 [704.000 








छ 69.360 | 22.848 | 76.729 | 72.240 | 82.824 | 204-00 





।$] 65.280 | 27.504 


75744 | 77.520 | 77.95 











कुछ [77०.०००| 56.000 | 47.000 | ३0.000 203.0००|5०00.000 





१६८ सांण्यिफी के सिद्धान्त और उपयोग 


हे 3. ज ३. 
अस्वीक्षति क्षेत्र--यदि 2८ का परिकलित मान ६ के पाँच प्रतिशत बिंदु 25-50 


से अधिक होगा तो हम मनिराकरणीय परिवल्पना को अस्वीकार कर देंगे। (देखिए 
सारणी संख्या 9.8) 








विहलेपण --- 

डे 

आप य्ट ( शा 
को 7 7 
+ मिशीम भे सडक + ८70 
7 8 + न + ज 
+20 + पिटाओ + 682 
किट + हिट + फटे 
>>7१5.50०7 


निष्कर्ष--हम निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करते है-- 
इस प्रकार के परीक्षण को समांगता-परीक्षण (६65: ०£]077००7थए) भी कहते 
हैं । इसमें परिकल्पना यह होती है कि यदि समष्टि को एक गुण के अनुसार विभाजित 
किया जाय तो इन उप-समष्टियो का वंटन दुसरे गुण के अनुसार एक समान है। 
उदाहरण के लिए ऊपर दिये हुए प्रयोग में पढ़ाई और राजनीतिक झुकाव में स्वातश्य 
के अथे यह है कि यदि कुछ जन-संख्या को राजनीतिक झुकाव के अनुसार विभाजित 
किया जाय तो इस प्रकार के प्रत्येक समूह में विना पढ़े-छिखो, केवल पढ़ना जाननेवार्को 
और पढ़ना तथा लिखना दोनों जाननेवालों का अनुपात बरावर होगा । इसको सकेव 
में निम्नलिखित ढग से लिखा जा सकता है-- 
2(4|० ++ २ (3/0) ++ ? (8/)) ++ 2 (8/9) २52 (8/ 6) 
2(8|०) *२ # (8/8) ++7 (8/2) +# 22 (8/0) ++ २ (20 6) 
2 (0० +5 # (09) 55 ? (5/)) +5 2 (८/) <5 2 (2/6) 
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यदि थे अनुपात वरावर हूँ तो हम कह सकते हूँ कि विभिन्न दृष्टिकोणवाले मनुष्यों 
के समूहों को मिला देने पर भी समप्दि पढाई की दृष्टि से ज्यो की त्यो बनी रहती है--- 
अधिऊ असमांग (00८08०॥0७७) नही हो जाती । 


$ ९-११ प्रसामान्य-वंटन के प्रसरण संबंधी परिकल्पना-परीक्षण में 
>»वंटन का उपयोग 


अभी तक 2८०वटन के जितने उपयोगो से हम परिचित हुए हूँ उन सबमें यह 
आवश्यक था कि प्रतिदर्श-परिमाण ययेप्ट रूप से वडा हो । यदि हमें यह ज्ञात हो कि 
समष्दि प्रसामान्य है तया इस बात का परीक्षण करने की आवश्यकता नही है और 
हम केवछ यह जानना चाहें कि इस समष्टि का प्रसरण ०? है अयवा नहीं तो भी 
हम >-बटन का प्रयोग करते हूँ । साधारण रीति से माघ्य का अतुमान छगाकर 
ऊपर दिये हुए “परीक्षण द्वारा उस्ते जांचा जा सकता है। परतु जिस नवीन 
परोक्षण का हम वर्णन कर रहे है वह इस विशेष निराकर॒गोय परिकल्पना के लिए 
अधिक शक्तिशाली है और उसके लिए प्रतिदर्श के बडे होने की आवश्यकता नही हैं । 

मान छीजिए कि एक प्रसामान्य वटठन का प्रसरण ०? है । यदि इस वटन 
का एक % परिमाण का प्रतिदर्श यादृषच्छिक्रीकरण द्वारा लिया जाय जिसके मान 
कक 29, ह«न+न / ४५ हीं तो यह सिद्ध किया जा सकता है कि 


रत कद 
क््ध ते हट (४--2)* 


क् 


के $ (7 अतिदर्श बी ऊ 
का चटन » _ है। यहाँ > से हम प्रतिदर्श माध्य नर 4 *। को सूचित करते है । 
का + 


प्रतिदर्श प्रतिदर्शन ्टर हा का 
और 5१ उस र्श का प्रसरण है। इस रंज ($2050८) # क्लकी 


बंटन समष्दि के माध्य ६ (म्यू) से सर्वथा स्वतत्र है। इस कारण |« के अज्ञात 
होने पर भी समष्टि की प्रसरण संवधी परिकल्पना का परीक्षण इसकी सहायता से 
किया जा सकता है। 

उदाहरण--एक फैक्टरी में पीतछ की छड़े बनती हैं | पिछले वर्षों के अनुभव 
और प्रेक्षण द्वारा हम यह जानते है कि इन छड़ों की छवाइयों का बटन असामान्य है । 


१७० सांड्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


एक ग्राहक को छडों की आवश्यकता है और वह एक हजार छड़ें खरीदने के लिए तैयार 
है यदि इनकी लंबाई लगभग वरावर हो । उसका कहना है कि यदि इन हजार छ्डों 
की छबाइयों का मानक विचलछन ०0.2 इंच से अधिक न हो तो वह इन्हें खरीदने को 
तैयार है। जब फैक्टरीवाछे उसे वताते है कि एक हजार छड़ों के नापने और उनके 
मानक-विचलन के करन में वहुत समय तथा धनव्यय होगा जिसके कारण छड़ों की 
कीमत बढाने की आवश्यकता हो जायग्री तो ग्राहक इस बात पर राजी हो जाता है 
कि दस छड़ों का एक यादृच्छिक प्रतिदर्श इन हज्ञार छड़ों में से चुना जाय और उसके 
द्वारा इस मिराकरणीय परिकल्पना की जाँच की जाय कि कुल समष्टि का मानक 
विचलन 02 इंच है। यदि प्रतिदर्श में मानक विचलन का अनुमान 0'2 इच से कम 
आता है तव तो उसे कुछ एतराज होगा ही नही । परन्तु यदि प्रतिदर्श का मानक 
विचलन ०2 इंच से इतना अधिक हुआ कि हमें निराकरणीय परिकल्पना को दी 
प्रतिदर्श स्तर पर अस्वीकार करना पड़े तो वह इन हजार छड़ों को नही छेगा । 
उस, : हजार छड़ों की समष्टि का मानक विचलन ०0.2 इंच है । 
अस्वीकृति क्षेत्र--यदि दस छड़ों के यादृच्छिक प्रतिदर्श से परिकलित 

|] 
| ् का मान 2004 च्त्त 7 के दो प्रतिशत बिंदु 79.679 से अधिक हो तो ग्राहर्क 
छड़ों को लेने से इनकार कर देगा ॥ 

प्रेक्षष--यादृच्छिक प्रतिदशश में छड़ो की लबाइयाँ निम्नलिखित थी-- 

(7) 60.4 इंच (2) 60.3 इंच (3) 60.8 इच (4) 60.6 इंच (5) 60.9 इंत 

(6) 60.6 इंच (7) 60.3 इच (8) 60.7 इच (9) 60.5 इंच (70) 6०7 व 


| 
विडलेपण--- ञ » न 605.2 इच 
मच 
«५ & न 60.52 इच 
5 0 सन 
झद्धा क* 77. (>+)7 
ण 


्च् व्प्द [(-०-7०१ +- (--०-»०)* +- (०.०७) 
न (००४१ +- (०३४१ +- (००8२ 


#-यंटन १२७१ 
न (-०.>य१२ + (०-4१ + (-+००थ*े 
+ ०87] 
६ 
सू> ----- [ 0.556 
ठ्य १55००) 
चर 73.9 
निष्फर्षप--कयोकि ॥ पा का प्रेक्षित मान 79.679 से कम हे इसलिए ग्राहक 
को छड़ों के समूह को सरीदने में कोई एतराज नहीं होना चाहिए । 


इस उदाहरण के साय हम का बटन के उपयोगों को वर्णन समाप्त करते है । 
इसका यह अर्य कदापि नही है कि इस बटन के अन्य उपयोग नही हैँ । वास्तव में 
बहुचर (ग्राधाप५०४०४०) बटनों में विशेषकर बहुचर प्रसामान्य बटन से सबधित 
अनेक निराकरणीय परिकल्पनाओं के परीक्षण में इसका उपयोग होता है। परल्तु 
आप जभी तक बहुचर वटनों से परिचित नहीं है। इसलिए » के इस उपयोग का 
वर्णन इस स्थान पर करना उचित नही होगा | 






























सारणी संख्या 9-8 
घ ्् 
कुछ 2८ वंटनों के 5 और म प्रतिशत विदु 
5 संख्या । बिंदु। २7% विदु 
पु 3.847 | 6.635 
3 5.997| _7-824 
3 प.85 | 77.347 
4 9.488 | 3.277 
5 प7.070 | 75.806 
6 १2.592 | 76.872 
8 १5.507| 20.090 
विस्तृत सारणी के लिए देखिए-- 


“$चनफंड्रंद्ध प॒र० 67 छंगग्डएव॑, 88ुप्ं०र्णपणएवं खाते (०९वीं 
पिकछध्थलेए! छज फ्ाबण आते ३02४. 


अध्याय १० 
+-वबंटन 


$ १०१ उपयोग 

पिछले अध्याय के अतिम उदाहरण में हमें यह माठूम था कि समप्टि प्रश्नामान्य 
है। इसके माध्य में हमें कुछ रुचि नहीं थी और न उसका ज्ञान था। हम इस 
समष्टि के प्रसरण से सवधित निराकरणीय परिकल्पना की जाँच करना चाहते 
थे। इसके विपरीत यह हो सकता है कि हमें यह पता हो फि समप्टि प्रसामात्य हैं, 
उसके प्रसरण का हमें ज्ञान न हो और हम उसके माध्य स्वंधी किंसी परिकल्पना की 
जाँच करना चाहें। इस परीक्षण के लिए जिस वंटन का उपयोग किया जाता है उसे 
#-वंटन कहते हैं । 

ज] है 2 ७ 

$ १०१ -वंटन का श्रसामान्य वंटन और #-बंटन से संबंध 

आईए, देखा जाय कि इस वंटन का प्रसामान्य वंटन से और 2(-ब्रदन से क्या 
सबंध है । 

यदि > एक यादृच्छिक प्रसामान्य 2ए(०,.2) चर हो, ४ एक >) चर हो 
तथा > और ५ स्वतंत्र हों तो और ४ का सयुकत वंटन (४)) निम्नलिखित 


होगा । 
अछकीत-नस धकी म हट 339 
घटा > | (ड्ो 
यदि <द् * */ 9(ध हो तो » और <का सयुकत वटन 


&(««)« ५/# (2 हक (7०.2) 


क्योकि हमें > और <ट का सयुक्त वटन ज्ञात है इसलिए हम > और <2 के किसी 
फछन का वंटन भी मालूम कर सकते हूँ ! यह सिद्ध किया जा सकता है कि यदि 


झ्ये  --॥: 





#-बंटन श्छरे 


एच ले हो तो 





| 4 #+2: 
मम । 
[ ] गम 5) ] छत 
इससे संबंधित (० का घनत्व-फलन स्पष्टतया निम्नलिखित है-- 
(०४७ (43) 

री 5 ड्‌ ग+-- ॥ 3 #«#*«* 0.2, 
शा) आग 2( ६) ( ) (०2) 

यह घनत्व-फलन अयवा उसका ऊपर दिया हुआ सचयी वारंबारता फलन जिस 
वंटन को निरूपित करता है वह # स्वातन्त्य-सख्यावाला /-बटन कहलाता है । इसको 
संक्षेप में /,-वंठन कहते है । 
$ १०'३ परिकल्पना परीक्षण 

यदि एक प्रसामान्य वंटन 2४( ७,० ) में से # परिमाण का एक सावृक्तिक 
प्रतिदर्श चुना जाय जिसमें चर के प्रेक्षित मान &,28/--०- ४ दो तो मई है| 


पहिले ही देख चुके है कि “एपा एक प्रसामान्य ?५(०,) चर होता है, »7 








दि प्र 
* झल| --+ हि 
हर] 


[धर 


३ है 
यह भी आपको पता ही है कि * लि पक 2५ 2/ ४ (४ 
8 न्‍ 


#ज्| 3 (3-2१ । यह सिद्ध किया जासकता $ (५ “ 2 
बब्सज३ / 

का 7 6. 7 

+-- एक दूसरे से स्वतत्र चर है । इसलिणु 9-५ (डा गे 
7 है (पा 


है। इसमें ०(९/# कद जाता है जी//2० «2० / ,, ४ / %् 
ड 


हः 





शछड सांह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


#,3--चर है। क्‍योंकि यह मात्रा ण्ज्ं ३/फ्रिया3 आधारभूत प्रसामान्य वंटन के 


असरण ०! से स्वतंत्र है, इसलिए ०* के अज्ञात होने पर हम £,.- वेंटन का उप 
योग समष्षि के साध्य ८ से संवंधित निराकरणीय परिकल्पना के परीक्षण के लिए 
कर सकते है । विभिन्न स्वातश्य-संख्यावाले /-बंटनों की सारणियाँ सास्यिको ने 
बना रखी है क्योंकि इस वंटन का प्रयोग परिकल्पना परीक्षण में बहुत अधिक प्रचलित 
है। जैसे-जैसे /-वटन की स्वातंत्र्य-संख्या बढ़ती जाती है वह प्रसामान्य 7४(०/) 
बंटन की ओर अग्रसर होता जाता है। स्वातत््य-संख्या ३० हो जाने पर ये दोवों वटन 
इतने अधिक समान हो जाते है कि इससे अधिक किसी भी स्वातंत्र्य-सख्या के होते पर 
/-बंटन के स्थान पर 2५४(०,7) बंटन के प्रयोग से कोई विश्येप चुटि की सभावना 
नहीं रहती । 
सारणी संख्या 0. 
कुछ /-बंटनों के 5.0, 2.5, 2.0 तथा 0.5 प्रतिशत बिंदु 
न का > छ 
5-0% बिदु 7,734 .प2प। 
25% बिंदु. बदु [2-779 िल ग्र रे (2,080 2.06. 
7.0% बिंदु (2.687 2.6022.552|2.578 2,492 
0.5% बिंदु .0552.947(2.8782.83[2.79' 
विस्तृत सारणी के लिए देखिए--- ५ 
“इच्चपंडमंत्यं ए४00०5 (07 झछागंख्झब्बं, 38पंव्प्राप्पार्श ब्एप॑ एच्वीद्ां 
छ०ध्थाटा! 9 पंकला बाते शबाल5 




















ह १००४ उदाहरण 

(१) यह कहा जाता है कि अमेरिका-निवासियों की औसत ऊंचाई छः फुट है। 
इस परिकल्पना की जाँच के लिए पच्चीस अमेरिका-निवासियों का एक यादृच्छिक 
प्रतिदर्श छिया गया और उनकी ऊँचाइयो को सापा यया। इस प्रयोग का फल निम्त- 
लिखित था-+ 
5 फुट 700 इंच 


व 
5 मर ० फुट ०0.5 इच 


#-बंटन श्ण्५ 


निराकरणोय परिकत्पना 770५ 

अमेरिका-वासियों की औसत ऊचाई छ फुट है। 
अस्वीह्षति क्षेत्र 

यदि प्रतिदर्श में ऊँचाइयो का माध्य 6 फुट से इतना कम हो कि निराकरणीय 
परिकल्पना के आधार पर प्रेक्षित अयवा उससे भी कम माध्य होने की प्रायिकता ० 5 
प्रतिशत से भी कम हो अयवा यदि यह माघ्य 6 फुट से इतना अधिक हो कि मिराकरणीय 
परिकल्पना के आधार पर प्रेक्षित जयवा उससे भी अधिक माध्य की प्रायिकता ० 5 
प्रतिशत या उससे भी कम हो तो निराकरणीय परिकल्पना को अस्वरीकार कर 
दिया जायगा। इस प्रकार निराकरणीय परिफल्पना के सत्य होने पर भी उसको 
अस्वीकार फरने की कुछ प्रायिकता एक प्रतिशत है। 


7-6 फुट 
इस तरह यदि | “2, गए 3. का मान /,, के 0.5 प्रतिशत विदु 2.797 से 
हृ मअफए> ] 5 दि 97 


अधिक हो तो हम पल, को अस्वीकार करेंगे। (देखिए सारणी सख्या 70.7) 








विड्लेषण- #ज पट |. 5४6 %शो 
5 /५/॥- छा 
न्‍न 8./6/ 
निष्कर्प- 
ह--6 फूट रू 
जजडर [ते अधिक 
गफज्ः का प्रेक्षित मान 2.797 से वहुत अ| 








है, इसलिए हमें 47, को अस्वोकार करना होगा। 
इस परिकल्पना की जाँच में हम इस अभिधारणा को लेकर चले हे कि अमेरिका 
वासियों की ऊँचाइयों का वंटन प्रसामान्य है। यदि यह अभिधारणा गलत हो तो 
ऊपरलिखित परीक्षण का सैद्धातिक आधार ही जाता रहेगा। हम यह देख चुके, हैं 
कि समष्टि के प्रसामान्य न होने पर भी यदि प्रतिदर्श काफी वडा हो तो & का वटन 
लगभग प्रसामान्य होता है। इसी प्रकार देखा गया है कि यदि प्रतिदर्श बड़ा न हो तो 
78 का वटन लूगमग #,.. होता है। इस कारण समष्टि के प्रसामान्य न 
&९/ #्न 


होने पर भी #,.3 वंटन के प्रयोग से जाँच में विज्ेप चुटि नही होती । 


१७६ सांह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 
$ १०५ एक तरफा ओर दो तरफा परीक्षण 


ऊपर के उदाहरण में क्र ४ कामान 2.797 से बड़ा हो या--2.797 से 
#- 


छोटा हो, इन दोनों ही अवस्थाओं में हमने 7, को अस्वीकार करने का मिश्चय किया 
था। इस प्रकार के परीक्षण को दो-तरफा परीक्षण (:०-अं००० :८50) कहते है । 
इसके विपरीत कुछ अवस्थाएँ ऐसी हो सकती हैँ जिनमें हम निराकरणीय परिकल्पना 


को केवल उसी समय अस्वीकार करते हूँ जब. का मान बहुत बड़ा हो। बहुत 





// कर 


छोटा होने पर अस्वीकार नहीं करते | इसी प्रकार कुछ अन्य अवस्थाएँ ऐसी भी हो 
सकती है जिनमें निराकरणीय परिकल्पना केवछ उसी समय अस्वीकार की जाती है 


गजार का मान बहुत छोटा हो--बहुत बड़ा होने पर नही । इस प्रकार के 


5 
परीक्षण को एक-तरफा परीक्षण (०7०-अंतं०4 ५८४६) कहते है। आइए, भव हम 
एक उदाहरण द्वारा एक-तरफा परीक्षण से परिचय प्राप्त करें। 

(२) एक दरीर-रचना विश्येपज्ञ (80300775£) ने गहन अध्ययन के परचातु 
यह सिद्धान्त निकाछा कि साधारणतया मनुष्य का दाहिना हाथ बायें हाथ से अधिक 
लबा होता है। 
निराकरणीय परिकल्पना 27७ 

दाहिने और बाँयें हाथों को औसत लबाइयाँ वराबर है । यदि दाहिने हाथ की 

लंधाइयों की समष्ठि का माध्य ;५ ही और वाये हाथ की लंवाइयों की समप्टि का माध्य 
एड हो तो 
प्या चन एड 
अयवा झा ते ४8ता0 ००० ९०० (70.3) 
इसलिए निराकरणीय परिकल्पना को दूसरे शब्दों में भी रखा जा सकता है--- दाहिने 
ओर बायें हाथों की छवाइयों के अतर की समप्टि का माध्य घून्य है।” 


#-चंटन १७७ 

वैकल्पिक परिफल्पना 77, : 

दाहिने और बायें हाथों की लंबाइयो के अतर की समप्टि का माध्य शून्य से 
अधिक है । 

व ४३ 20 

यही वह सिद्धात है जो शरीर-रचना विशेषज्ञ ने निकला है। 

प्रयोग--परिकल्पना की जाँच के लिए 6 मनुप्यो का एक यादृच्छिक प्रतिदर्श 
छिया गया। इस प्रतिदर्ण॑ में चुने हुए व्यवितयों के दाहिने और बायें हाथो की छूवाइयाँ 
नापी गयी । 

यदि दाहिने हाथ की छवाइयों के प्रतिद्श-माध्य को 5, तथा बायें हाथ की ठवाइयों 
के प्रतिदर्श-माध्य को 2५ से मूचित किया जाय; प्रतिदर्श के +-यें मनुष्य के दाहिने 
और बायें हाथ की छवाइयों को क्रमशः :॥ तथा »५/ से सूचित किया जाय तो इस 
प्रयोग के फलों को निम्नलिसित रूप में रसा जा सकता है। 


अं तू 2फुट 7.0 इच 


%, ल्‍+ 2 फूठ 0.5 इंच 


बिक ड 
ल्‍ न ड; ॥ ( कण ध्थ )+५ ( औंज+ 2३ १; 
6 है 
अल ६-० बन्द 
क्यि हा न ( खत रैक ॥-- 76६ ख्धणा ः्छ) है 
550.52 वर्ग इच 
है 555०.7747 इच 
अस्वोकृति क्षेत्र 


यदि अर 2०. (वण *9५८ 75 का मान 5 के पाँच प्रतिशत बिंदु 
त्प््ब्श्ञ कद 


श्र 


१७८ सांड्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


7.753 से अधिक होगा तो तिराकरणीय परिकल्पना /प्र, को अस्वीकार करके हम 
परिकल्पना 27; को स्वीकार करेंगे। (देसिए सारणी घस्या 70.7) 


विश्लेयण ( 9,- २५ ) श्र >> 7502 3.87. 
5 क्यादा 


जे प.753 


निष्कर्ष 

दोतों हाथों की छंवाइपाँ वरावर होने की परिकल्पना को अस्वीकार करके हम 
कह सकते है कि प्रयोग का फल शरीर-रचना विशेषज्ञ के सिद्धांत के अनुकूल है। 

इस उदाहरण में हमने एक-तरफा परीक्षण का उपयोग फिया है! इसमें निरा- 
करणीम परिकल्पता के सत्य होने पर भी उसको अस्वीकार करने की प्रामिकता पाँच 
प्रतिशत है। हम इसमें प्रेक्षित मान की तुलना £-बंटन के पाँच प्रतिशत विंदु से 
करते हैं। यदि हम दो-तरफा परीक्षण का श्रयोग करते तो प्रेक्षित मान की तुछना 

६ 


-बंटन के 25 प्रतिशत बिंदु से की जाती। यदि क्ज़्त का 
। 24 तक का धनात्मक मान 


इस बिंदु से अधिक होता तो निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार कर दिया 
जाता। निराकरणीय परिकल्पना के सत्य होते हुए भी उसे अस्वीकार करने की प्रायि- 
कता तब भी पाँच प्रतिशत ही होती । /-बंटन की भांति प्रसामान्य वंटन के उपयोग 
में भी परिस्थिति के अनुसार एक-तरफा अथवा दी-तरफा परीक्षण होता है। 


$ १०६ हि-अतिदर्श परीक्षण (६छ० 8थाफ्ञॉ७ ६८५६) 

पिछले उदाहरण में आपने दो सर्माष्टियों के माध्यो के बराबर होने की परिकल्पना 
की जाँच की थी, परतु इसकी आवश्यकता नही थी कि दोनों समष्टियों में से प्रतिदक्ों 
का अलग-अछय चुनाव करें, क्योकि एक ही मनुष्य से दोनों समष्दियों का माप लिया 
जा सकता था। परंतु ऐसी कई स्थितियाँ हो सकती है जिनमें दोनों समष्टियों में से 
अलग-अछग प्रतिदर्श चुनने की आवश्यकता हो। 

यदि एक समष्टि में से ॥३ परिमाण का और दूसरी में से ॥५ परिमाण का प्रतिदर्श 
गादृच्छिकीकरण द्वारा स्वतंत्र रूप से चुना जाय, इन प्रतिदर्शों के माध्य फ्मशः 


#-वंटन १७९ 


#, तया 5, हों और दोनों सर्माष्टियों में प्रसरण बरावर हों तो 
प्र (8-४) न ू [-8)-(४-#शे)ः 
घ्न्न्ि [छकनपिनश्ि-ण्शेः 
चने से [सिह नी ७-#/--शुख-न०) ४-०) 


चघ्ञ्क िनपनीस-)-स्ोाख-मपो मे 
कै ०, 
कत+-+ जी नी ++2२९०>९० 
॥५ ॥प् 
स्त्ल 0 2 2) 
॥्‌ ॥3 
जहाँ ०? दोनों समष्टियों का प्रसरण है। प्रतिदर्श माघध्यो के अतर के इस प्रसरण 


का निम्नलिखित प्रावकलन है 
5७, | ॥४2537--॥25937 ग्र हूँ 
०] + यीएओ ३ य 

(घ-*) हा रंशि2 कै... 88 

7 न 

जहाँ पड न्‍त जे कश्थोँ 


बनना 


2 की 
किक पल आ स्थामख्ओं 
स्स्न्प 
यहाँ पहिले प्रतिदर्श की ।--वी इकाई के मान को ४; तथा दूसरे प्रतिदर्श के [-- 
वी इकाई के मान को «४ से सूचित किया गया है। , 
एक प्रतिदर्श परीक्षण मे ---& को उसके मासक विचलन के अनुमान जल्द 
से विभाजित करने पर जो राश्ति प्राप्त होती थी वह एक #,.. चर थी ) उसी प्रकार 
द्विप्नतिदर्श परीक्षण में (४३--%9)--(७७--४७) को उसके मानक विचलन के प्रावकलन 
द्वारा विभाजित करने से हमें जो चर प्राप्त होता है उसका बंटन £,,२७,-४५ दै। 
भदि परिकल्पना यह हो कि दोनों समष्टियों के माध्य वरावर हूँ तो (छ४--ए#-+०। 
इसलिए इस परिकल्पना के अतर्मत 





१८० सांब्यिकी फे सिद्धान्त भोर उपयोग 


अ-म्थ 
/्शितक ग्ड़ 
गाली शंशा2 गा... 42 
हे या जप (03-- - /2772) ) 
३/ कमा न ॥253' 75--॥2 


आइए, अव एक उदाहरण की सहायता से हम इस परीक्षण से भली-भाँति परिचित 
हो जाये। 


540५-७8 _"* 


$ १०७ उदाहरण 

गन्ने की दो किसमें है--एक भारतीय और दूसरी जावा की । यह कहां जाता है 
कि भारतीय गन्ने की अपेक्षा जावा के गन्ने में चीनी की मात्रा अधिक है। इस परि- 
कल्पना की जाँच के लिए दोनों प्रकार के गश्नों के दस दस गटठर चुने गये और उनको 
दवाकर रस निकाल कर उनमें चीनी का अनुपात मालूम किया गया। 


निराकरणीप परिकल्पना 37, 
इन दोनो प्रकार के गन्नों में औसतन चीनी का अनुपात बराबर है। 








बेकल्पिक परिकल्पना उ7 
औसतन जावा के गन्नों में चीवी की मात्रा अधिक है। 
अस्वीकृति क्षेत्र 
यदि हर आय _ 2! ग्ग््ग्द्र्प्ग्माम्ञ्ओ 
३/३०2*न--व०॥ उ2०--70 
२. 
व्क्ड कर का ८३ 


काप्रेक्षित मान ६६ के पाँच प्रतिशत विंदु 7.734 से अधिक होगा तो वैकल्पिक परिं- 
कल्पना की तुलना में निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार किया जायगा (देखिए 
सारणी संख्या 70.7) 

प्रेक्षप--मन्ने के विभिन्न गदुठरों से प्राप्त चीनी की मादा (पौष्ड में) नीचे की 
सारणी में दी गयी है। 


#-वंटन श्८१ 


सारणी संख्या 0.2 












































भारतीय गन्ना जावा का गन्ना 
गरदुढर स॒ख्या चीनी की मात्रा गटठर सख्या | चीनी की मात्रा 
(7) (2) | (3) (4) 
५ हद कु श 
2 व9 ] 8 
६ 4 3 76 
७४-४७ 
हि परत छ 20 
5 79 5 23 
6 76 6 76 
“+++++.... 
7 25 7 79 
8 22 8 20 
9 य्प 9 23 
30 20 70 7्प 
कुल 87 कुल 293 
| + >> 82 3 3-८ 2-०2, 
विश्लेषण केव जत 287 
औ8 नई 793 
0 
थे आग क+ 3337 
ई्स्चा 
30 
मे #ज कम 3785 


ॉल्च्ा 


श्टर सांण्यिको के सिद्धान्त .और उपयोग 


0 
>+ ए08४: नज > कपास 
मनन 

नस 3337--3थ्य67 
स् 549 
0 
305 जर > पाए 
च्च्चि 
चने 3785--37249 
नर 607 


० बा 2। न 


निष्कर्ष--सयोकि निकप (८्ंपटय०॥) का श्रेक्षित मान 7734 से कम है, 
इसलिए इस प्रयोग के आधार पर निराफरणीय परिफल्पना को अस्वीकार करने फा 
फोई क्यरण नहीं हे। 

इस उदाहरण में हमने एकन्तरफा परीक्षण का प्रयोग किया है। परंतु जिस प्रकार 
एफ प्रतिदर्श के लिए दो-सरफा परीक्षण होता है उसी प्रकार यैकल्पिक परिकत्पना फे 
फिसी विशेष दिशा में मुकाव न द्ोने पर द्वि-प्रतिदर्श के छिए भी दो-सरफा परीक्षण 
यंग उपयोग किया जाता है। 


$ १०८ “परीक्षण पर प्रतिबंध 


यद प्पान देने योग्य बात है कि इस परीक्षण मा आपार मंद अभिपाएा दै डिं 
दोनों समरष्टिपों के प्रसरण समान ६। झंदि असर बटुत भिन्न हो ऐ इस परीक्षम वा 


#-बंटन श्८३ 


उपयोग युक्तियुकत नही है। यह स्वाभाविक है कि आप जानना चाहें कि दोनों समष्टियों 
के प्रसरण वरावर हूँ या नदी । यह किस प्रकार मालूम किया जाय ? दो प्रसामान्य 
वटनों के प्रसरण वराबर है” इस तिराकरणीय परिकल्पना की परीक्षा करने के साधन 
वास्तव में साह्यिकों के पास है। विना इस प्रकार के परीक्षण के अयवा विना 
लवे अनुभव के इस अभिवारणा को कोई भी वैज्ञानिक मानने को तैयार नही होगा । 
आपका यह सोचना ठीक है कि इस अभिषारणा का परीक्षण पहलेऔर /-परीक्षय 
का प्रयोग बाद में होना चाहिए । 

इस ने परीक्षण के लिए हमे एक नवीन प्रकार के बटन का उपयोग करना पडता 
है जिते उ्वठन कहते है । इप्तका और इसके उपपोग का सक्षिस्त बर्गन अगले 
अध्याय में दिया गया है। 


#-बंटन श्व्प 


विस्तृत सारणी के लिए देशिए 

“$प्रफंप्रंट्ण पएव० (0 अअंग॑प्झाव्ग, मैहांत्परप्पाग गाव च०्वोट्ग 
शिदव्यवी! एछ फिलत जाते ्रगाक, 
$ ११९२ परिकल्पना परीक्षण 

मान लोजिए कि दो प्रसामान्य समप्टियां है जिनके माध्य क्रम ७३ और ७७ तथा 
प्रसरुण फ्मशः ०१ और ०,* है। इन दो समप्टियों में से फ्श ॥॥ तथा 8५ परिमाण 
केयादृच्छिक प्रतिदर्श स्वतप्र रूप से चुने जाते हैं। इन प्रतिदर्धों के प्रसरण क्रमश. 577 
और 5, है। 


हु 3 
अतः हा एफ था चर है 
कप 
हे 5 
तवा न एक मम चर है। 
०्ड 
ये दोनो चर एक दूसरे से स्वतन्न भी हैँ । इसलिए 
झ-- 5 _ ॥29* 


यदि निराकरणीय परिकल्पना यह है कि ०्य/स्‍्ल्गथ/ तो इसके अन्तर्गत 

हे ० - पा एक 70४-7,3-7 चर है। इस गुण का प्रयोग परि- 
2५59 (हम + 

कल्पना की परीक्षा के लिए सरछता से किया जा सकता है। यदि प्रयोग में प्रेक्षित 
सका मान उथ३-7,8,-३ के एफ पूर्व-निश्चित प्रतिशतता बिन्दु से अधिफ हो तो हम 
निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करते है । यदि इस परिकल्पना को अस्वी- 
फार किया जाता है तो द्वि-प्रतिदर्शीय /-परीक्षण युक्ति-संगत नहीं है। यदि परी- 
क्षण द्वारा परिकल्पना को अस्वीकार नहीं किया जाता तो इसका यह अर्थ नही है 
कि उसकी सत्पता सिद्ध हो गयी। इसका बर्य केवल इतना ही है कि प्रयोग के 
फछ परिकल्पना के सत्य होने की स्थिति में काफी संभव थे और इस कारण वे 
परिकल्पना के विरुद्ध कोई साक्ष्य नही देते । 


$ ११.३ उदाहरण 


भाइए, अब यह देखा जाय कि इसका उपयोग पिछले उदाहरण में किस प्रकार 
किया जा सकता है। 





अव्याय ११ 
#-बंदन 
$ ११.१ #-वंटन और »-वंटन का सम्बन्ध 


मान लीजिए कि >और ४ दो यादृच्छिक चर हूँ । > का वटन » रे तथा ४ का 
2 
बटन %,, है । तब /#++ रा न्द्रे का घनत्व-फलन _ (:७) निम्नलिखित है-- 
१] 


! ज््ख कु न 
पक ड् 
/#) ० [£] गंदा पार न 

37 2 अन्न] 
इस बंटन को #; तथा ॥& स्वातंत्य-सख्याओं का उप्बंटन कहते हैँ । संक्षेप | 
में इसे #४,, ४9 से भी सूचित करते हैं। इस वटन का प्रयोग वहुत अधिक होने के . 

कारण, सार्यिको ने विभिन्न स्वातंत््य-संस्याओं के 7>-वटनों के प्रतिशतता-बिंदुओ 

की सारणी तैयार कर रखी है। 
सारणी संख्या [-[ 


कुछ 7*-वंटनों के 5 और 4 प्रतिशत विदु 


४ (|) 





























उन के जी विद 72% विदु 
न | 476 9778 
4 5,5 329 5742 
खडभ ३०7 487 
+प ३36 567 
5 290 456 
कम । 248 3:64 
| 


्‌-बंदन श्टप्‌ 


विस्तृत्त सारणी के छिए देशसिए 
#5घ्फंपंव्ग प/७ (07 फण॑ण्डांव्गे, 387०णौष्णर्ग जावे १(०वाव्ग 
रिकण्यली! फ लज्ादा गाते हब, 


$ १११२ परिकल्पना परीक्षण 

मान छोजिए कि दो प्रसामान्य समप्टिया है जिनके माध्य फ्रश ७३ और ४७ तथा 
प्रसरण क्रमश: ०१ और ०५२ है । इन दो समप्टियों में से फ्मश 8, तथा ॥५ परिमाण 
के यादृच्छिक प्रतिदर्श स्वतत्र रूप से चुने जाते है। इन प्रतिदर्शों के प्रसरण फ्रमश थ7* 
भौर 5, है। 





अतः शउ[रै 2 ह 

ः पल एक 2 चर है 
!259 एक 8 

तथा ते फ 5 चर है। 


ये दोनों चर एक दूसरे से स्वतंत्र भी हैं । इसलिए 
के वह री एक 7२ 3... चर है। 
(०7% (ग्रे एक #%,०+दव है 


पदि निराक़रणीय परिकल्पना यह है कि ०,7ह्८० तो इसके अन्तर्गत 


ही स्ड शक प्न्ल 7 एक 200-7,॥4-7 चर है। इस गुण का प्रयोग परि- 
॥.5, [425 7 

कत्पना की परीक्षा के लिए सरछता से किया जा सकता है। यदि प्रयोग में प्रेक्षित 
#का मान क॥]-/३-7 के एक पूर्व-निश्चित प्रतिश्ततता विन्दु से अधिक हो तो हम 
निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करते हैं। यदि इस परिकल्पना को अस्वी- 
कार किया जाता है तो द्वि-प्रतिदर्शोय /-परीक्षण युक्ति-संगत नही है । यदि परी- 
क्षण द्वारा परिकल्पना को अस्वीकार नहीं किया जाता तो इसका यह अर्थ नहीं है 
कि उसकी सत्यता सिद्ध हो गयी। इसका आर्य केवल इतना ही है कि प्रयोग के 
फल परिकल्पना के सत्य होने की स्थिति में काफी संभव थे और इस कारण वे 
परिकल्पना के विरुद्ध कोई साक्ष्य नहीं देते । 


$ ११.३ उदाहरण 


भाइए, अब यह देखा जाय कि इसका उपयोग पिछले उदाहरण में किस प्रकार 
किया जा सकता है। 





१८६ सांब्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


निराफरणीय परिकल्पना उम्र0 
भारतीय और जावा द्वीपीय मन्नों में चीनी के वंटनों के प्रसरण बरावर है । 


बैकल्पिक परिकल्पना /7, 
ये प्रसरण बराबर नही है। 


अस्वीकृति क्षेत्र है 


-०5/9 <- 2 क्राप्रेक्षित मान #9,9 के पाँच अतिशत बिंदु 
70/9. 
3"39 मै अधिक हो तो वैकल्पिक परिकल्पना की तुछता में निराकरणीय परिकल्पना 
को अस्वीकार कर दिया जायगा। (देखिए सारणी संख्या 77*7) 
विश्लेषण प्रयोग के प्रेक्षणों के अनुसार 
60. 
54.9 
ब्टः कुछ मु 

निष्कर्ष--प्रेक्षणों के आधार पर हम निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार नहीं 
कर सकते। हट 

प्रयोग-विश्लेपण में 7>--बंटन का उपयोग वहुत अधिक होता है। इसका वर्णन 
उन अन्य अध्यायों में दिया हुआ है जिनका संबंध प्रयोग-अभिकल्पना और प्रयोग-विहले- 
पण से है। इस ऊपर के उदाहरण के साथ हम परिकल्पना की जाँच के उदाहरणों और 
साधारण परिचय को समाप्त करते हैं और अब हम अगले अध्याय में परिकल्पना की 
जाँच के साधारण सिद्धांवो का अध्ययन करेंगे। * 


यदि न्‍ 





अध्याय १२ 
परिकल्पना की जाँच के साधारण सिद्धान्त 
$ १२९१ जाँच की परिचित विधि की आलोचना 


अब तक परिकल्पना की जाँच की मनोवैज्ञानिक पृष्ठभूमि को आप भली-भांति 
समझ गये होंगे। हम पहिले किसी प्रतिदर्शन ($:४४5$४८) की स्थापना करते 
हैं जिसके मान के आधार पर हम परिकल्पना को स्वीकार अयवा अस्वीकार करेगे। 
इस प्रतिदर्शन को परिकल्पना-परीक्षण का निकप (८यंपर्ए00) कहा जाता है। 
आपमें से कुछ लोगों को यह विचित्र लगा होगा कि इस जाँच के लिए हम इस मिकप 
के प्रेक्षित मान की प्रायिकता का कलन नही करते, किन्तु इस घटना की प्रायिकता का 
कलन करते हूँ कि तिकप का मान या तो उपयुक्त प्रेक्षित मान के बरावर हो अथवा 
उससे भी अधिक हो ।॥ कदाचित्‌ आप अस्पप्ट रूप से इस तरीके के आधार को समझते 
हों । परन्तु कुछ पाठक ऐसे भी हो सकते है जिन्हे साल्यिक पर सदेह हो कि बह 
जानवूझकर केवल आसानी के लिए ही इस प्रकार से प्रायिकता का कछन करता है 
तथा इसमे युवित कुछ भी नही है। 
फिर भी यह तो स्पष्ट ही हे कि किसी भी सतत वटन में, उदाहरण के लिए एक 
प्रसामान्य वटन में, किसी विशेष मान के प्रेक्षण की प्रायिकता शून्य है। असतत वंटन 
में भी यदि चर सैकड़ों मान धारण कर सकता हो तो किसी भी विशेष भान को धारण 
करने की प्रायिकता वहुत छोटी हो सकती है। इस कारण केवल प्रेक्षित घटना की 
प्रायिकता के छोटे होने पर यदि हम निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करने का 
निर्णय करें तो प्रयोग करने को कोई आवश्यकता ही नही है। क्योकि यह स्पष्ट है 
कि चाहे प्रयोग का फल कुछ भी हो उसकी प्रायिकता वहुत ही कमर अयवा शून्य होगी 
और इस कारण हम उसको अस्वीकार कर देंगे । 


$ १२२ अस्वीक्ृति क्षेत्र 
वास्तव में यदि हम परिकल्पना को पाँच प्रतिशत स्तर पर अस्वीकार करने का 
निश्चय करते हैँ तो हमें एक अन्तराल अबवा मानों के एक कुलक की परिनापा 


१८८ सांड्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 


देनी होगी जिसमें प्रेज्षित मान के पाये जाने की प्रायिकता परिकल्पना के अन्तर्गत 
पाँच प्रतिशत हो। इसको अस्वोकृति-क्षेत्र अयवा संशय-अंतराल (८४४८० 7८४४००) 
कहते हैं। यदि प्रेक्षित मान अस्वीकृति-क्षेत्र में पाया जाता है तव हम निराकरणीय 
परिकल्पना को अस्वीकार करते है, अन्यथा नही । इस प्रकार यदि परिकल्पना वास्तव 
में सत्य हो तो मलती से उसको अस्वीकार करने की प्रायिकता पाँच प्रतिशत रह जाती है। 
मान लीजिए, हम प्रतिदर्श माध्य और प्रत्याशित माध्य के अन्तर को (४-४) 

से सूचित करते है । यदि हम अस्वीकृति-क्षेत्र को इस प्रकार चुनें कि जब 
#-- ७557 हो तब तो हम परिकल्पना को अस्वीकार कर देंगे, परन्तु जब यह अन्तर 
बहुत अधिक हो, जैसे ३ या 4, तव हम परिकल्पना को अस्वीकार नही करेंगेतो 
यह मनोवैज्ञानिक दृष्टिकोण से अनुचित होगा। यह स्वाभाविक है कि अस्वीक्वेति- 
क्षेत्र में प्रेक्षित और प्रत्याशित मानों के अन्तरों की व्यक्त करनेवाली संख्याएँ बड़ी- 
बड़ी हों और यदि कोई विशेष सख्या इस क्षेत्र में विद्यमान हो तो उससे बड़ी सब संख्याएँ 
भो अस्वीक्षति-क्षेत्र में ही हों । 

$ १२३ एक तरफा परीक्षण 


यदि किसी के पास एक ऐसी वैकल्पिक परिकल्पना है जिसके अनुसार हम घनाएमक 
अन्तर की आशा कर सकते हैँ। तब प्रश्व केवल विराकरणीय परिकल्पना की जाँच 
ही नही है। बल्कि निराकरणीय और वैकल्पिक परिकल्पनाओं में से एक का चुनाव 
करना है। इस प्रकार की स्थिति में स्वाभाविक है कि हम एकतरफा परीक्षण का प्रयोग 
कर। 
$ १२४ विभिन्न निकपों से अछूग-अरूग निष्कर्ष निकालने की संभावना 

ऊपर लिखे तक॑ कई छोगों की सतोपप्रद और यथेष्ट मालूम हो सकते है। फिर 
भी परिकल्पना परीक्षण के सिद्धान्तो का व्यवस्थित विकास आवश्यक है। एक ही 
प्रतिदर्श के प्रेक्षणों से ऐसे अनेक प्रतिद्यज (5:७४5घ८) बन सकते है जिनके 
बढनों को हम निराकरणीय परिकल्पना के अन्तर्गत जानते हों। यह सभव है कि 
यद्यपि किसी एक प्रतिदर्शज के दृष्टिकोण से परिकल्पना को अस्वीकार किया जा 
सकता है परन्तु किसी दूसरे प्रतिदर्शज के विचार से उस परिकल्पना को त्यागने का कोई 
कारण दृष्टिगोचर न हो। ऐसी अवस्या में हमें यह जानना आवश्यक है कि किस 
प्रतिद्शज के आधार पर परीक्षण करें। 
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एक उदाहरण के द्वारा हम ऊपर के कथन को स्पप्ट कर देना चाहते हैं। मान 
छीजिए कि हम जानते है कि समप्टि प्रसामान्य है जौर उसका मानक विचलन ० है। 
हम इस निराकरणीय परिकल्पना का परीक्षण करना चाहते है कि उसका माध्य ( है। 
इस परिकल्पना के छिए हम एक परीक्षण का वर्णन पहले ही कर चुके हूँ जिसमे प्रतिदर्श- 
भाष्य £; और | का अन्तर एक विशेष मान से अधिक होने पर हम परिकल्पना का 
त्याग करते है । इस परिकल्पना की जाँच का दूसरा तरीका निम्नलिखित भी हो 
सकता है। 

हम यह जानते हूँ कि एक प्रसामान्य समप्टि के माध्य भौर माध्यिका बरावर होते 
हूँ। इसलिए किसी प्रेक्षत राशि के ५४ से कम होने की उतनी ही प्रायिकता है जितनी 
से अधिक होने की । इसलिए परिकल्पना के अनुसार यह आशा की जाती है कि प्रति- 
दर्श में जितनी राशियाँ ॥ से छोटी होंगी उतनी ही ४ से वडी भी होंगी । इस कारण ६ 
से बड़ी राशियों की संख्या बहुत अधिक होने पर अथवा बहुत कम होने पर भी हम परि- 
कल्पना का त्याग कर सकते हू । इस प्रकार प्रसामानन्‍्य वटन के माध्य के [४ होने के लिए 
ऊपर लिखे दो परीक्षण हो सकते है जो एक-दूसरे से भिन्न हैँ । हो सकता है कि एक के 
अनुसार परिकल्पना अस्वीकृत हो और दूसरी के अनुसार नही हो । उदाहरण के लिए 
यदि 


ण्न्न्न्ड न्न्स, 5 
ख्च्ब ॥5525 
प्त््ा5 #2च्न्ा0 


जहाँ # प्रतिदर्श माध्य और # प्रतिदर्श परिमाण है। # उम प्रेक्षणों की संख्या 

है जिनके मान [४-5 से कम है तथा #० उम प्रेक्षणों की संख्या है जिनके मान 5 से' 

अधिक हूँ। जिस द्विपद वटन के प्राचछ 25 और 3 हो उसके द्वारा ॥ के 75 या इससे 
भी अधिक होने की प्रायिकता का कलन किया जा सकता है। 

अपूर्ण #-फलन सारणी के अनुसार यह प्रायिकता 0.2727707 है । यह 

, इतनी अधिक है कि इसके आधार पर परिकल्पना को अस्वीकार करना संभव नही है। 


(६ 


किन्तु दूसरी ओर हमें पता है कि परिकल्पना के अन्तर्गत मन का वटन/५(०, ०) 
7.७ 


है, इसलिए परिकत्पना-परीक्षण “नफ्ड को निकप मानकर भी किया जा सकता 
८ 
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है। किन्तु दूसरी और हर्मों पता है कि परिकल्पना के अन्तर्गत ्म का बंदन 
ग/# 


2४(०,0 है इसलिये परिकल्पना-परीक्षण £ ++ [गण को निकप मानकर भी 
१8 


| ह् 


किया जा सकता है। और प्रयोग में £ 5४ 


[ 
आज 


ब्न्त अंडे 
प्रसामान्य वंटन के अनुसार निकप £ के 2.5 अयवा उससे भी अधिक होने की प्रायिकता 
5% से कम है। इस कारण हम प्रसामान्य समष्टि के माघ्य के मान के 5 होने को 
अस्वीकार करते हू। 


इस प्रकार एक ही प्रतिदर्श पर निर्भर दो परीक्षणों के नतीजे अलग-अछग होना 
सभव है। इस दशा में यह जानना आवश्यक है कि निर्णय किस परीक्षण पर आवधा- 
रित होना चाहिए। यह स्पष्ट है कि यदि हम 5% के स्तर पर परीक्षण करते है तो 
परिकल्पना के सत्य होते हुए भी उसके अस्वीकार किये जाने की त्रुटि की प्रायिकता हर 
एक परीक्षण के लिए समान होगी। इसलिए इस प्रकार की त्रुटि के कम या अधिक 
होने को हम परीक्षण चुनने के लिए निकप (८एं८८पं००) नही मान सकते। नीमन 
और पीयरसन (]ए८७४/थ7 थाते 7८४5००) ने इसके लिए एक अन्य निकप का प्रति- 
पादन किया है तथा उसके ऊपर परिकल्पना-परीक्षण के सिद्धान्तों का एक ढाँचा खड़ा 
किया है। इसका वर्णन आगे के कुछ पृष्ठों में किया गया है। परन्तु प्रो० रोनाल्‍ड 
फिशर और उनके अनुयायियों की एक अन्य विचारधारा है जिसके अनुसार वैज्ञानिक 
अध्ययन में नीमन और पीयरसन द्वारा प्रतिपादित विचार-पद्धति युविद्सगत नही है। 
” इसलिए प्रो० फिश्लषर की विचारधारा का भी संक्षेप में वर्णन किया जायेगा ! 


६ १२५ नीमन-पीय रसन सिद्धान्त 


नीमन-पीयरसन सिद्धान्त का आरम्भ इस प्रेक्षण से होता है कि किसी भी परिं- 
कल्पना-परीक्षण के उपयोग में दो प्रकार की च्ुटियाँ समव है! उनके अनुसार परीक्षण 
के अत में दो ही फल हो सकते है । या तो हम परिकल्पना को स्वीकार करें अथवा 
अस्वीकार कर दें । यदि परिकल्पना सत्य म हो और हम उसे स्वीकार कर छें अथवा 
बह सत्य हो और हम उसे अस्वीकार कर दें---इन दोनों ही स्थितियों में हम भूल करते 
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है। इनको सिद्धान्त में क्रमणः दूसरी और पहली किस्म की त्रुटि (शः०$ 0०६ 50८०४ 
शाते 0& [धं॥१) कहते हूँ । 
$ १२५५१ पहली प्रकार की भुटि---परिकल्पना को अस्वीकार करने की भूल 
जब वह वास्तव में सत्य है। 
$ १२५२ दूसरी प्रकार की त्रुटि---परिक्ल्पना को स्वीकार करने की भूल 
जब कि बह वास्तव में असत्य है। 

यदि कोई परीक्षण दोनो प्रकार की भ्रुटियो की प्रायिकता को अधिक से अधिक 
घटा सके तो उसको दूसरे परीक्षणो की अपेक्षा अच्छा समझा जायेगा। यदि परिकल्पना 
सत्य हो तो एक अच्छे परीक्षण के लिए उसे अस्वीकार करने की प्राथिकता बहुत कम 
होनो चाहिए। यदि वह सत्य न हो तो यह्‌ प्रायिकता बहुत अधिक होनी चाहिए। 
$ १२'५:३ सिद्धान्त 

इस तरह यदि दो परीक्षणों के लिए प्रथम प्रफार की भुटि की प्रायिकता बरावर हो 
जिसका परिसाण ० हो तो इनमें से हम उस परीक्षण फो चुनेंगे जिसके लिए असत्य 
परिकल्पना को अस्वीकार फरने फी प्रायिकता अधिक हो । 
६ १२६ परीक्षण सामर्थ्य ओर उसका महत्त्व 
8 १२९६१ परिभापा--थदि परिकल्पना असत्य हो तो उसे अस्वीकार करने की 
प्रायिकता को परीक्षण-सामर्थ्य ( 90:८८ ०६ ६८६: ) कहते हैँ । 
$ १२९६२ उदाहरण---हम सिद्धात की मीमासा एक मामूली उदाहरण से आरंभ 
करेंगे। और इस उदाहरण की ही सहायता से कुछ नयी अवधारणाओ (००7०८०७) 
की परिभाषा भी देंगे। 

मान छीजिए कि प्रइन है एक परिकल्पना के परीक्षण का जिसके अनुसार समष्टि 
का माध्य ५ है। हम यह परीक्षण समप्टि पर बिना किसी प्रेक्षण के भी कर सकते हूँ । 
कागज के छोटे-छोटे बिलकुल समान सौ टुकड़े कर छीजिए और उन पर ऋ्रमद* एक से 
लेकर सौ तक की सख्याएँ छिख लीजिए। इन टुकड़ों को भली-भांति मिला लीजिए 
और इसके पश्चात्‌ आँख वद करके उनमें से एक को चुन छीजिए । 

हमारा परीक्षण निम्नलिखित है--- 

यदि चुने हुए टुकड़े पर लिखी हुई संख्या 95 से अधिक हो तो परिकल्पना 
को अस्वीकार कर दीजिए, अन्यथा उसको स्वीकार कर लीजिए । क्योंकि इस परीक्षण 
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का उस सममष्टि से कु संत्रंव नही है जिसके संवंव में परिकल्पना है, इसलिए यह मूर्खता 
पूर्ण प्रतीत होता है, और है भी । परंतु यह ध्यान देने योग्य वाद है कि यदि परिकल्पन 
सत्य है तो इस परीक्षण द्वारा उसके अस्वीकृत होने की प्रायिकता केवल 5% है। इस 
प्रकार इस परीक्षण के लिए &--०.०५ है और यदि परीक्षणों की तुलना करने के लिए 
हम केवल प्रथम प्रकार की त्रुटि का ही प्रयोग करते हूँ तो यह परीक्षण उतना ही उत्तम 
है जितना कि प्रस्तुत स्माष्टि से चुने हुए एक हजार प्रेक्षणों पर आधारित ऐसा परीक्षण 
जिसके छिए भी ४--०0.05 हो। 

इनकी वास्तविक तुलना तो तब होती है जब कि हम इन परीक्षणों की सामथ्यें 
का पता लगाते हैं। मान छीजिए कि समप्टि का माध्य £ नही है बल्कि (/ है। 
हमारे कागज के टुकड़ोंवाले परीक्षण द्वारा माध्य के / होने की परिकल्पना के अस्वीकार 
किये जाने की प्रायिकता 5% है। इसलिए इस परीक्षण की सामर्थ्य 27-0.05 
है। यह एक ऐसा परीक्षण है जिसमें परिकल्पना के अस्वीकृत होने की प्रायिकता वही 
रहती है चाहे परिकल्पना सत्य हो और चाहे सत्य से वहुत दूर। यह स्थिति निश्चय ही 
असंतोपजनक है। परंतु इससे 0॥ अधिक असंतोपजनक स्थिति हो सकती है यदि 
सत्य होने पर भी परिकल्पना के अस्वीकृत होने की प्रामिकता « उसके असत्य होने पर 
अस्वीकृत होने की प्रायिकता 8 से भी अधिक हो | इस प्रकार की अवांछनीय स्थिति 
उत्पन्न करने वाले परीक्षण को अभिनत परीक्षण (975८0 ८०४८) कहते हैं।.... 


8 १२"६'३ अभिनत और अनभिनत परीक्षणों की परिभाषा 

अभिनत परीक्षण--वह्‌ परीक्षण है जिसको सामर्थ्य प्रथम प्रकार की त्रुटि की 
प्रायिकता से कम हो याने 8<«। जो परीक्षण अभिनत नहीं होता उसे अवभिनत 
( प्रपरआ95८० ) कहते हैँ । 
6 १२७ प्राचछ का अवकाश 

क्योकि हम यहाँ परिकल्पना परीक्षण के साघारण सिद्धांतों की व्याख्या कर रहे 
है, हमारे अध्ययन का क्षेत्र केवछ माध्य अथवा प्रसरण से सवधित परिकल्पनाओं तक 
ही सीमित नही रहना चाहिए। हम यहाँ समष्टि के किसी भी भ्राचक से सर्वंधित 
परिकल्पना पर विचार करेंगे। यह प्राचक समष्टि के माध्यिका, चतुर्थी, तृतीय घूर्ष 
आदि में से कोई भी हो सकता है। 

मान छीजिए कि हम $2 (ओमेगा) द्वारा प्राचछ के अवकाश को सूचित करते 
हैं। इस अवकाश से हमारा तात्पयं उन सब मानों के कुछक से है जो प्राचल के 
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लिए सभव हो। इस प्रकार प्रसामान्य वटन के माध्य के लिए--००से छेकरन-००तक 
प्रत्येक मान धारण करना सभयव है। इसलिए माध्य (४ के लिए अवकाश ४2 समस्त 
वास्तविक सस्याओं (थे ग्रण्यां/0७) का कुलक है । प्रसामान्य बटन में ही 
प्रसरण ०* के लिए अवकाश केवल समस्त धनात्मक सख्याओं का कुलक है। द्विपद 
बटन में अनुपात 2? के लिए अवकाश (0 और [ के बीच की सस्याएँ है । 


६ १२९८ निराकरणीय परिकल्पना 


मान छोजिए कि परिकल्पना यह है कि $१ के एक उपकुछक ७ (ओमेगा का 
लघुरूप) में प्राचल 0 (थीटा) स्थित है। इसको हम निम्नलिखित ढग से सूचित 
करते है-- 

06७ 

और इसे 0 स्थित है० में पढ़ते है। 

उदाहरण के लिए द्विपद बटन के अनुपात 9 के लिए परिकल्पना यह हो सकती है 
कि उसका मान 0.2 और 0.3 के वीच की कोई सख्या है। इस स्थिति में ७ उन सब 
संख्याओं का कुलक है जो 0.2 और 0.3 के बीच में है । वहुधा इस उपकुछक ० में केवल 
एक ही संख्या होती है। उदाहरण के लिए इस परिकल्पना में कि समप्टि की भाध्यिका 
6 है, ० में केवल एक संख्या 6 ही है। 

जिस परिकल्पना 0 6 ७ का हम परीक्षण करते है उसे निराकरणीय परिफल्पना 
(गण #999007०४5$) मै कहते हैँ । वेकल्पिक परिकल्पना (शैधक्या2ए2 
7५9०४१०७४७)) 7, यह है कि '9 की स्थिति०७ में नही है!'। इसको हम निम्न- 
लिखित सकेत से सूचित करते है 

0 6 (६२--०)२०/ 


यहाँ ७” अयवा (६2-७०) द्वारा हम ६2 में स्थित उन राशियों को सूचित 
करते है जो० में नही है। 
$ १२९ प्रतिदर्श और प्रतिदर्श-परिमाण 

यह आवश्यक है कि परिकल्पना परीक्षण ऐसा होना चाहिए जो समष्टि पर किये 
हुए कुछ प्रेक्षयों पर आधारित हो । इन प्रेक्षणों के कुछक को प्रतिदर्श ($2776) 


कहते है ओर प्रेक्षणों की संख्या को प्रतिदर्श-परिमाण (597० आं28) । यदि प्रतिदर्श 
श्३े 
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परिमाण # हो और विभिन्न प्रेक्षण (६, ७३, .-- ---४४६, हों तो हम इनके इस विशेष क्रम 
को < से सूचित करते हैं । 


लिकनंननलनक) घट... अन्न (72.7) 


$ १२११० स्वीकृति और अस्वीकृति-क्षेत्र 
& के कुछ मान ऐसे होगे जिनके लिए हम उत, को अस्वीकार कर देंगे। इन सब 
मानों के कुक (2 को परीक्षण का संश्यय-अन्तराल् (८यंपरं्ण ए८207) कहते हैं। 
इसी का दूसरा नाम अस्वीकृति-क्षेत्र भी है। :£ के अन्य मानों के कुछक 4 को--जिन 
के लिए 7, को अस्वीकार नही फिया जाता--स्वीएति-क्षेत्र (२०८८०६४८०० ८६07) 
कहते है ॥ 
8 १२११ प्रथम प्रकार की भ्रुटि की प्रायिकता ओर सामर्थ्यं 
0पर आधारित परीक्षण के लिए प्रथम प्रकार की श्रुटि की प्रायिकता «८ (०) 
निराकरणीय परिकल्पता के सत्य होते हुए भी 0 में ४ के पाये जाने की प्रायिकता है। 
0मच्सश्‌द 6 ठ0|झ.] || बलूचन्‍-* (थे 
किसी अन्य परिकल्पना 77, के सत्य होने पर < के (2 में पाये जाने की प्रायिकता 
को £(८) से सूचित करते है और यह (पर आधारित परीक्षण का सामर्ष्य (7०४८) 
है 
(0८5 शअ€ € 6 | मा]... ४४ (2.3) 
६ १२१२ तुल्य तथा उत्तम परीक्षण 
यदि (2 और ८2“ दो अस्वीक्ृत क्षेत्र ऐसे हो जिनके लिए 
(2) * ००) 
और 8(८) 5८ 8(०) 
तो (2और ८” पर निर्मर परीक्षणों को तुल्य (८वुप्पंश्श/ं००६) समझा जाता है। 
यदि ००) € ०५) 
तथा 8(८)< 8(८) 
और यदि 2और ८' तुल्य न हो तो ०: को ८” से उत्तम (579८पंण) समझा 
जाता है। 


परिकल्पना को जाँच के साधारण सिद्धान्त श्र्प्‌ 


$ १२१३ प्रमेय 
मान लोजिए 39 के अनुसार :६ पर घनत्व फलन (: ) है तथा क। के अनुसार 
(2) है और) कोई धनात्मक संख्या है। यदि 2, एक ऐसा अस्वीक्ृति-क्षेत्र है कि 


उसके किसी भी विदु ४ के लिए (४) > ०(४ ) है तथा उसके बाहर किसी के 
भी बिंदु के लिए ॥ (: ) < » (») है, और ८: एक अन्य अस्वीकृति-क्षेत्र है तो इन 
अस्वीकृति-क्षेत्रों पर निर्भर परीक्षणों की सामथ्यों का अतर इनकी प्रथम प्रकार की 
ब्ुटियों की प्रायिकताओ के अंतर से कम-से-कम » गुणा होगा। 


उपपत्ति-- 
सामर्थ्यो का अतर ८5 9 [266 |४-/२6 ०|झ7] 


च्फ[(०.-०ण०-०५5॥मा-श४6(०-५१ण००१५०)४%] 
"०26 (०, -०॥8]+-०7५6 (००) ४) 
- (४९ (०-८)।२म]+श२९(०१५)। मग)) 
न्ज४१(०-०॥४)-०१९(०-०/४ 
>37(2६(८.--०)|४)-%/४६(८-५)झण] 
ज्जश४९६०|म१-२१२५० 
सओ[०(०.)--०५)] 
नन्‍्शे[प्रथम प्रकार की त्रुटियों की प्रायिकताओ का अतर] 
यहाँ (८--८) से ४ के उन मानो के कुछक को सूचित किया गया है जो ८ में 
तोहेपरतु ८, में नही हूँ । इसी प्रकार (९- (() से उन मानों के कुलक को सूचित 
किया गया है जो ०; में हैं परतु 2 में नही । चित्र सख्या 37 से यह अधिक स्पष्ट हो 
जायगा। इस उपपत्ति में इस ज्ञान का प्रयोग किया गया है कि 
मब्ण-णमन [किक नन्‍ (72.4) 
(५-१ 
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>3» [#&)#% 
८-० 
ज्जेशू5६ (०-०) फ 
और »&4(८--८)|क] || कक... #े [235) 
(९-- 5] 
<9  ७)०५ 
(८-60 
ज्जेए[४७ (८---०)|7०] 





(८47<0०(2/८20*<9 
(८-८४०(८०८) 5८ 


चित्र ३१ 
$ १२१४ ग्राह्मय परीक्षण 
यदि «(6, ) **« (८) वो हमें यह पता चलता है कि 6, पर आधारित 
परीक्षण किसी भी ऐसे परीक्षण से कम सामर्थ्यवान्‌ नही है जिसकी प्रथम प्रकार की 
भूछ की प्रायिकता ० (८,) है। इस प्रकार के परीक्षण को प्राह्म (2050०) 


कहते हैं । 
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$ १२१५ अस्वीकृति-क्षेत्र के चुनाव के अन्य निकप 
नीमन पीयरसन सिद्धात के अनुसार हमें ऐसे परीक्षण को चुननमा चाहिए जो 
ग्राह्म हो। ऊपर के प्रमय द्वारा हम जानते हूं कि ग्राह्म परीक्षण को कंसे प्राप्त किया 
जा सकता है। हो सकता है कि आप परीक्षण के चुनाव के लिए किसी अन्य निकप 
को अधिक उत्तम समसें। उदाहरण के लिए आप शायद अस्वीक्ृति क्षेत्र को इस 
प्रकार चुनना अच्छा समझें कि दोनों प्रकार की प्रुटियों की प्रायिकता का कोई विशेष 
एक-घात फछन न्यूनतम हो जाय। आइए, देखें कि इस प्रकार के निकप के लिए 
अस्वीक्ृति क्षेत्र को ढूँढनें का क्या तरीका हो सकता है। 
यदि ७, और ० द्वारा हम क्रमशः प्रथम और द्वितीय प्रकार की भ्रुटियो की 
प्रायिकताओं को सूचित करें तो हमारा उद्देश्य एक ऐसे अस्वीकृति प्रदेश को मालूम 
करना है जो 7० +- 4० को न्यूनतम कर दे जहाँ ?9 और 4 दो घनात्मक ज्ञात 
सख्याएं है । 
किसी विशेष अस्वीकृति-क्षेत्र ८ के लिए 
शया[०-+-कप[0) 5४7४6 5 | झ.|+42४6 (5-०) #, 
००६6 ८ | छ+का-256 ० | 
चचबन-॥2<6 ०/(०१॥ | 770 
“42% 6 6४५० 4 | मक|) 
नः07(56 ८, /५<4/ | मग] 
4026 ०, ४६ वा | 27) ... ... «+«(726) 
यह स्पष्ट है कि प्रथम कुन्तल कोप्ठक (८०४८० &:9८:८७) में दी हुई राशि 
धनात्मक तथा दूसरे कुन्तलछ कोष्ठक में दी हुई राशि ऋणात्मक है । इसलिए यदि 
कोई (2 के केवल उस भाग का अस्वीकृति-क्षेत्र की तरह उपयोग करता है जिसमें 
2? < 4 हो तो इस नवीन अस्वीक्ृति क्षेत्र के लिए #०४--१०; के। माम घट 
जायगा। इस प्रकार » के जिन मानों के लिए #/ < (१ हों उन सवका कुलक 
सबसे उत्तम अस्वीकृति-क्षेत्र है, क्योकि इसी में #०,-|-६०७ न्यूनतम हो जाता है । 
३ १२९१६ उदाहरण 


निराकरणीय परिकल्पना 77६ 
>> का वंटन आयताकार (7८८शाए्र्) है जिसका परास 


(०,2 ) है। 


१९८ सांह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


बैक॒ल्पिक-परिकल्पता (7 
४ का वंटन आयताकार है जिसका परास (7,5) है । 


नहीं तो ! जा ड यदि ०<#<७ ) #65 «२४०९० (2.7) 
नहीं तो 9) [आछ डर यदि य<#<ड5 ) ४४४४४ (72.8) 


मान लीजिए कि हम उस अस्वीकृति-क्षेत्र को मालूम करना चाहते है जिसके 
लिए 20,--०७ का मान न्यूनतम है । ऊपर के प्रमेय के अनुसार यह क्षेत्र ऐसा 
है जिसमें & के वे सब मान ऐसे हो जिनके लिए 2((४)< (४) हो और ऐसा कोई 
भी,मान न हो जो इस असमता को सन्तुष्ट न करे । 

यह आसानी से देखा जा सकता है कि यह क्षेत्र (2,5) है । 
$ १२*१७ कुछ परिभाषाएँ 


$ १२-१७:१ सामर्थ्य-वक्र (०छ८: ८एएए०) परीक्षण की सामर्थ्य केवल अस्वी- 
कृति-क्षेत्र पर ही नही वल्कि वैकल्पिक परिकल्पना पर भी निर्भर करती है। पलक 





गं आज डे नि लत 0 है है: 4 ठ 4 
ह5+-% 
चित्र ३२--- 9-5० के एक परीक्षण का सामर्य्य वक्र 
सुनिश्चित वैकल्पिक परिकल्पना के लिए परीक्षण की एक विश्ेष सामर्थ्य हीती है। 
इस सामर्थ्य को प्राचठ का एक फलन समझा जा सकता है। श्राचक के विभिन्न मानों 


परिकल्पना को जाँच के साधारण सिद्धान्त १९९ 


लिए यदि परीक्षण की सामथ्य को ग्राफ द्वारा चित्रित किया जाय तो एक वक्र 
प्त होगा जो सामर्थ्य वक्ष कहलाता है । चित्र ३२ में ऐसा सामथ्यें वक्र दिखाया 
या है जो निसाकरणीय परिकल्पना 955० से संवधित है । 


१२"१७'२ एक-समान अधिकतम सामथ्यंवान्‌ परीक्षण (पशंठिप्याए 
080 90८ ६5४0) 

यदि किसी परीक्षण की सामर्थ्य प्रत्येक विकल्प (४६६7030ए८) के लिए 
कसी भी दूसरे परीक्षण की सामथ्यं से अधिक हो तो उसे एक समान अधिकतम 
गथ्यंबान्‌ कहा जाता है । 


' १२'१७'३ स्थानीयत: अधिकतम सामथ्यंवान्‌ परीक्षण (व) #०४ 
०7शुप्रं 68) 

यदि मिराकरणीय परिकल्पना से किसी विशेष विकल्प की तुलना करने के लिए 
कफ परीक्षण दूसरे परीक्षणों की अपेक्षा अधिक सामर्थ्यं रखता है, और यदि इसके 
लए & का मान किसी अन्य परीक्षण के & से अधिक नही है तो उसे इस विकल्प के 
लए स्थानीयतः अधिकतम सामथ्यंवान्‌ कहा जाता है । 


३ १२*१७"४ एक-समान अनभिनत परीक्षण (एकुगिकरा) आश॥र््व /5/) 


यदि प्रत्येक विकल्प (प्राचछ्व -+9) के लिए सामर्थ्यं 8 (0) प्रथम प्रकार की घुटि 
की प्रायिकता » से अधिक हो तो परीक्षण को एक-समान अनभिनत कहा जाता है । 
$ १२१७५ स्थानीयतः असभिनत परीक्षण (०८४9 0524 /८४) 

यदि किसी विकल्प (प्राचल +-0,) के लिए सामर्थ्य 8 (0,) प्रथम प्रकार 
की श्रु्धि की प्रायिकता « से कम हो तो हम कहते हैं कि 050, पर परीक्षण 
स्थानीपत्तः अभिनत है । 

गणित द्वारा यह सिद्ध किया जा सकता है कि किसी भी विशेष विकल्प के लिए 
स्थानीयतः अधिकतम सामथ्येवान्‌ परीक्षण मालूम करना हमेशा संभव है और ये 
परीक्षण सदैव स्थानीयत: अनसभिनत भी होते है । इसके विपरीत यद्यपि कुछ विश्येप 
परिकल्पनाओ के लिए एक समान अधिकतम सामथ्यंवान्‌ परीक्षण वर्तमान है, परतु 
अन्य अनेक महत्त्वपूर्ण परिकल्पनाओं के लिए इस प्रकार का कोई परीक्षण सभव 
नहीं है । यदि किसी निराकरणीय परिकल्पना के लिए एक समान अधिकतम 
सामय्यंवान्‌ परीक्षण वर्तमान है अथवा यदि हम उसके किसी विकल्प विश्लेप में ही 


२०० सास्पिकी के प्रिद्धान्त और उपयोग 


प्रति राते हूँ तो हमें उचित परीक्षय को घुनने में झुछ किनाई नदी होगो। 
अन्यथा जो परीक्षण घुता जायगा उसका अन्य परीक्षणों से उत्तम होता प्राचछ के 
भाछ्ापिक माल पर निर्भर करेगा । 
$ १२:१८ उदाहरण 
एक प्रसामास्य समष्टि ४ (५, ०) का प्रसरण > शात दे भौर € जनात। इस 
सम्टि में से ॥ परिमाण का एक यादुल्छिक प्रतिदर् चुना जाता है। इसके आपार 
पर निराफरणीय परियल्पना [सर ७५ की परीक्षा करनी है । पु 
यदि इन प्रेक्षणों को &रूर (६६४७ ००००-४७) से सूचित किया जाय पी 
इनका सयुयतत बटन निम्नलिधित होगा 
७४-४4 (७-/0/५..+ (-/)] 
की७ 7 । (कह +(ट्र) कन्‍ती ््ट 
ना (गण) 
आम ठ्क 8 ब०-+ (2-9) 
धार / ४ 


निराकरणीय परिकल्पना के अनुसार इनका संयुक्त बटन निम्नलिखित होगा । 











-._7._ $ (४-- ५०००० न[7240, 
र 907: हल्ला थ््म उप ध्नेः (ः ) 


एक ग्राह्म परीक्षण का पता चलाने के लिए हमें एक ऐसे अस्वीकृति क्षेत्र की 
पता चलाना है जिसके लिए 
/ 2) > 3.५ (9 


-5 (प- ्ल्ज (2०-०० 
4०्०] कर है + नमी प जा 





अथवा हा 
य्न थ्ग पी 7०ट 
न 
अबवा.. यथा हे ७3 
उ्ी 


न हर ६7--६४५* 
अथवा ध्गाभ्णे ने [ 4०१% -+- ध्ा] 
यदि विकल्प यह हो कि ५ >> ५०, तो अस्वीकृति क्षेत्र निम्नलिखित रूप से पर्रिं 


घि 
भावित हो सकता है मा मा (०77) 


परिकत्पता की जाँच के साधारण सिद्धान्त २०१ 


क्योंकि निराकरणीय परिकल्पना के आधार पर हमे ८ का वंटन ज्ञात है, इसलिए 
हम #, को इस प्रकार चुन सकते हैँ कि £ के उससे अधिक होने की प्रायिकता एक 
पूर्व-निश्चित सख्या हो । उदाहरण के लिए यदि यह संख्या 005 हो तो हम 
जानते है कि 2४ (७, 7) का 5% विन्दु 7.96 होता है 


2 [० > 7.96 | प्न्« ) 2252, अल आलम (72.2) 


इसलिए [ न्‍८ 9७० + 7.96 ««..रर््र्रज ० (2.3) 
इसी प्रकार यदि विकल्प (४< ७५ हो तो अस्वीकृति-क्षेत्र की परिभाषा का 
निम्नलिखित रूप होगा । 


का / रब ०१३३३ (72. 34) 
इस प्रकार आप देखते है कि प्रसामान्य बटन में एक-तरफा विकल्पो के लिए जिस 
माध्य सबधी परीक्षण का साधारणतया उपयोग किया जाता है वह एक-समान अधिक- 
तम सामथ्यंवान्‌ है । 
$ १२९१९ नोमन-पीयरसन के सिद्धान्तों की आलोचना 
इस विवेचना के वाद हम इस निरचय पर पहुँचते है कि एक अच्छे परीक्षण के लिए 
ग्राह्मता तथा अनभिनतता के गुण आवश्यक हैं । यदि कोइ परीक्षण एक-समान 
जधिकतम सामर्थ्यवान्‌ हो तो निश्चय ही वह सर्वोत्तम है। परतु बहुत ही कम परि- 
कल्पनाओं के लिए इस प्रकार के परीक्षण प्राप्त है । इनके अभाव में किसी अन्य 
निकप को अपनाया जाता है । ये अन्य निकप इतने तकंपूर्ण और संतोषजनक नही 
हैं, और विभिन्न वैज्ञानिक विभिन्न निकपों को अधिक युक्ति-सगत मान सकते है । 
यह भी सभव है कि विभिन्न अवस्थाओ में विभिन्न निकपो का प्रयोग उपयुक्त हो। 
प्रोफेसर रोनाल्‍ड ए० फिशर इसी कारण नीमन-सीयरसन के सिद्धात के कटु आलोचक 
हैं । उतका कहना है कि यद्यपि कुछ विशेष परिस्थितियों मे, जहाँ वैकल्पिक परि- 
कल्पनाओं को प्रस्तुत करना संभव है, इन सिद्धातों का प्रयोग किया जा सकता है, परल्तु 
साधारण वैज्ञानिक खोज में बहुधा हम विकल्पो से परिचित नही होते । ऐसी दश्या में 
सामथ्यं अथवा दूसरे प्रकार की त्रुटि की प्रायिकता पर विचार करना सभव नही है। 
किसी ऐसी कहानी पर विश्वास करते हुए हम हिचकिचाहट का अनुभव करते 
हैं जिसके सच होने की सभावना बहुत कम हो । साधारणतया इस प्रकार की कहानी 
सुननेवालतों पर निम्नलिखित प्रभाव पड़ सकते है-- 


२०२ सांड्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 


(१) यह सव कपोलछ-कल्पित है। 

(२) ऐसा प्रतीत होता है कि घटना का वैज्ञानिक रीति से प्रेक्षण नहीं किया 
गया । घटना का वर्णन वास्तविकता से भिन्न है । 

(३) कुछ बातें या तो बढ़ा-चढ़ा कर कही गयी है अथवा कुछ ऐसी घटनाओं 
का वर्णन नही किया गया है जो सवधित थी और जिनसे इस कहानी की 
घटनाओं को समझने में सहायता मिलती । 

(४) कोई अन्य शक्ति अथवा कारण है जो हमारे वर्तमान ज्ञान की अवस्था 
में हमें अज्ञात हैं । 

इस प्रकार यदि किसी परिकल्पना को अस्वीकार किया जाता है तो यह भावश्यक 

नही है कि किसी विद्येप वैकल्पिक परिकल्पना को स्वीकार. किया जाय । और यदि 
हम किसी विज्ञेप परिकल्पना को अस्वीकार नही करते तो इसका यह अर्थ नही है कि 
हम उसे स्वीकार करते हैं। परिकल्पना को अस्वीकार करने में तक॑ यह है कि अग्रायिक 
घटना के घटने पर विश्वास करने में हिचकिचाहट होती है । परतु परिकल्पनाओं 
को स्वीकार करने में इस प्रकार का कोई तर्क उपलब्ध नहीं होता । है 
फिशर के अनुसार सारे सिद्धात को इस पर आधारित करना अस्वीक्षत-लते 
चुनने का एक गलत दृष्टिकोण है कि यदि इस विशेष समष्टि पर इन्हीं परिस्थितियों 
में हजारों बार प्रयोग किया जाय तो केवल एक प्रतिशत अथवा पाँच प्रतिशत बार 
गरूती होगी । कोई भी वैज्ञानिक एक ही सार्थकता-स्तर पर और एक ही समप्टि 
पर बार-बार प्रयोग नही करता। इसके अतिरिक्त प्रायिकता का परिकलन प्रायः 
ऐसी परिकल्पना पर आधारित होता है जिसकी संपूर्ण सत्यता पर किसी को विश्वास 
नही होता । उदाहरण के लिए जब हम इस परिकल्पना की जाँच करते है कि समष्टि 
असामान्य है तो हम पहिले से ही जानते हैं कि यह यथार्यंतः असामान्य नही हो सकती | 
, इस दक्षा में यदि हम दोनो प्रकार की त्रुटियों से बचना चाहते हैं तो सबसे सरल 
उपाय तो यह होता कि परिकल्पना को बिना परीक्षण के अस्वीकार कर देते । फिर 
भी हम परीक्षण करते हैं, क्योकि हम वास्तव में यह जानना चाहते है कि प्रतामान्य 
बटन को समृष्टि का प्रतिरूप (7700०) समझा जा सकता है या नही! 
$ १२-२० फिशर की विचारधारा 
फिश्वर चार प्रकार को परिस्थितियों में भेद करता है । 
$ १२:२०.१ वेज के प्रमेय का उपयोग तीर 
पहली परिस्थिति वह है जब समष्टि की पूर्वतः गृहीत प्रामिकवाएँ (०-07 


परिकल्पना को जाँच के साधारण सिद्धान्त २०्रे 


77074 90963) ज्ञात हों। हम इसके एक उदाहरण से पहिले ही परिचित हूँ (देखिए 
$ ३.१२) | हमें विभिन्न बर्तनों के चुनाव की पूर्वतः गृहीत प्रायिकताएँ ज्ञात थी । चुनी 
हुई गोलियों के रग के जानते पर हमें विभिन्न ब॒र्तनो के चुनाव की प्रायिकताओं का 
परिकलन करना था। इस प्रकार की स्थिति में वेज के प्रमेय का उपयोग किया जाता 
है और प्रतिबधी प्रायिकता का परिकलन निम्नलिखित सूत्र से होता है-- 
ह2॥ 
2(4|9) बज +पम (22.75) 
इस प्रकार हमें विभिन्न परिकल्पताओं की प्रायिकताओं का ज्ञान होता है और 
यदि कोई निश्चय करना हो तो वह इन प्रायिकताओं के आधार पर किया जा सकता 
है। यदि किसी वैज्ञानिक को भविष्य में किये जानेवाले प्रयोगों के बारे में कुछ निश्चय 
फरना है तो उसके लिए इन प्रायिकताओं का ज्ञान ही यथेप्ट है, यह घोषणा करने 
की कोई आवेब्यकता नही है कि एक विशेष परिकल्पना सत्य है या असत्य । 
परन्तु दुर्भाग्य से ऐसी परिस्थितियाँ बहुत कम होतो है जब इस प्रकार के 
प्राथिकता संबधी विवरण दिये जा सकते हों । 
$ १२-२०.२ प्रतिदर्श निरीक्षण योजना और नीमन-पीयरसन के सिद्धांतों 
का उपयोग 
दूसरी परिस्थिति बह है जिसका औद्योगिक प्रक्रियाओं में बहुधा प्रादुर्भाव होता 
है। यदि प्रक्रिया नियन्रित है तो उससे होनेवाले उत्पादन के रक्षणो का एक वटन होगा 
जिसे वहुत अधिक संख्या में प्रेक्षणो द्वारा जप्ता जा सकता है ॥ यह उत्पादन कारखानो 
से बड़ी-घड़ी ढेरियों के रूप मे निकलता है । समस्या यह जानना है कि किसी विशेष 
ढरी में चुटिपूर्ण वस्तुओ की सख्या इतनी अधिक तो नही है कि इस प्रकार की ढेरी के 
वाजार में जाने से कारखाने के नाम पर धब्बा छगने का डर हो। सिर्फ इस ज्ञान से ही 
काम नही चलेगा बल्कि इस प्रकार की ढेरियो को बाजार में जाने से रोकना पड़ेगा। 
इसके लिए ढेरियों का निरीक्षण करना होगा । परतु निरीक्षण में खर्चा लगता है 
और यदि एक-एक वस्तु को परखा जाय त्तो बह महँगी हो जायगी--झायद इतनी 
महँगी कि उसको खरीदने को कोई तैयार ही न हो । इस परिस्थिति में एक प्रतिदर्श- 
निरीक्षण योजना (57778 ॥59०८४०० एथा) बनानी पड़ती है जिससे त्रुटिपुर्ण 
उत्पादन के बाजार में जाने की संभावना कम हो जाय और खर्च भी अधिक न हो। 
इस दशा में निरीक्षक को ढेरी को बाजार में भेजने के लिए स्वीकृति या अस्वीकृति 
[ना आवश्यक है और इस कार्य में दोनों प्रकार की त्रुटियाँ स्पष्ट ही है । 


२०४ सॉह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


इसी प्रकार यह देसने के लिए कि उत्पादन नियत्रण में है अबवा नही, उपादव 
होते समय ही वीच-बीच में से प्रतिदर्श चुने जा सकते हूँ । श्रतिदर्श के आधार पर यह 
निर्णय करना होता है कि उत्पादन रोकफर मप्तीन को ठीक करना चाहिए या नहीं। / 
ऐसी स्थिति में जिस समष्टि के बारे में परिकल्पना का परीक्षण हो रहा है वह वास्तव 
में वतमान है और जिस प्राचछ पर विचार किया जा रहा है उसका मान मादूम 
करना कठिन भले हो, परन्तु संभव है। इस प्रकार की समस्याओं को सुलसाने के छिए 
नीमन-पीयरसन के सिद्धान्त विशेष उपयोगी हूँ । 


$ १२.२०.३ विश्वास्य युक्ति और पर्याप्त प्रतिदर्शन 


तीसरी परिस्यिति बह है जो सबसे अधिक सामान्य है और वैज्ञानिक के लिए 
महत्त्वपूर्ण है । प्रायः परिकल्पना बहुत सुनिश्चित नही होती ! कुछ प्राचलों के लिए 
किसी विशेष परास (778०) के किसी भी मान को धारण करना इस 
परिकल्पना के अनुसार संभव होता है । उदाहरण के लिए जब हम कहते है कि समप्टि 
प्रसामान्य है तो इस कथन से समप्टि का पूरा विवरण नही मिलता । इस प्रसा* 
मान्य बटन का --०० से +-०० तक कोई भी माध्य हो सकता है और 9 से 
-+०० तक कोई भी प्रसरण हो सकता है । इस प्रकार की परिकल्पना के लिए आसजन 
सौष्ठव (80007०४ ०६ 50 के »-परीक्षण से आप पहिले ही परिचित हैं । 


इस परीक्षण का पहला भाग होता है अज्ञात प्राचछो का प्रावकलन करना । 
जव हमें इनके सर्वोत्तम प्राककलनों का ज्ञान हो जाता है तो इस ज्ञान और मूल परि- 
कल्पना के संयोग से हमें समष्टि का एक पूरा विवरण प्राप्त हो जाता है। तव इस 
सपूर्ण विवरण की जाँच की जाती है । 

सद्यपि प्रावकलन के सिद्धान्तों की विवेचना अभी तक नही की गयी, परन्तु यहाँ 
यह बताना आवश्यक है कि कुछ प्रावकलक (८४८०7०४०:७) * प्राचछो के बारे में 
बह सम्पूर्ण सूचना हमें दे देते हैं जो उनके आधारभूत आँकड़ो से भ्ाप्त ही सकती है। 
ऐसे प्रावकलक को पर्याप्त (5०८८४) प्रावकछक कहते हैं / यदि इस प्रकार 
का कोई प्रावकलक विद्यमान हो तो एक नये प्रकार के तक का सहारा लिया जाता 
है जिसे घिश्वास्ययुक्ति (50ए ंलंगं आ४8077८0:) कहते है। इस युवित के प्रयोग 





* प्रेक्षणों का वह फलन जिसके हारा किसी प्राचक का प्रावकरूम किया जाता है, 
उस प्राचल का प्रावकलक कहलाता है 
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पर एक और प्रतिवंध है । वहू यह कि प्रे्षाय सावधानी से लिये हुए इस प्रकार के 
माप होने चाहिए कि उनकों एक सतत घर के प्रेक्षित मान समशा जा राफे और ऐसा 
समझने में कोई अयंपूर्ण भुदि न हो । 

मान छोजिए, प्रायल 0 का इस प्रकार का एक प्राववलक 0. (धीटानालूष) 
है । यदि हमें 6 का बटन ज्ञात है तो हम इस प्रकार की एफ रास्या ७ मालूम कर 
भरते है जिसके लिए ?|[ |0-0|-< 6] - ०.95 

प्रेक्षणों के आधार पर 0 का परिकछन किया जा सकता है और ऊपर के समीकरण 
में केवल 0 ही अज्ञात है। इसलिए इस प्रायिकता-कथन (97002)॥57 ॥4धयाथा) 
को प्राचछ का प्रायकिता-सयंधी कथन समझा जा सकता है । इस प्रफार )्कै 
जानने से हमें ७ का वटन माझछूम हो सकता है । इस प्रायिकता बटन से यह 
निर्गंय फिया जा सकता है कि 0 का एक विशेष परिकल्पित मान संभावी (970070|०) 
है अववा नही । इस वटन के पाँच धतिशत अथवा एक प्रतिशत बिंदुओं फा परिकछ़न 
किया जा सकता है । इनके जाधार पर एक अस्वीकृत क्षेत्र का भी निर्माण किया जा 
सकता है । 

किठ्ती प्राचछ को यादृब्छिक चर समझना कहाँ तक ठीक है यह विवादास्पद प्रदन 
है। वेज के प्रमेय के सम्बन्ध में हम देस चुके हैं कि प्राचलो का भी एक पूर्वत. गृहीत 
चटन हो सकता है । किसी विशेष समष्टि में जिसका अध्ययन किया जा रहा हो 
प्राचड का एक विशिष्ट मान होता है, परन्तु प्रेक्षण के पूर्व या तो यह्‌ प्राचठ भगात 
होता है या यादुच्छिक चर होता हे । यदि हम जान जाते हैं कि प्राचछ का मान पया 
है तो यह यादुच्छिक चर नही वरन्‌ एक ज्ञात अचर (८०७प८णा:) हो जाता है। 
इस प्रकार एक ही वस्तु यादृच्छिक चर अयवा अचर दोनों हो सकती है । बढ़ क्या 
होगी यह इस पर निर्भर करता है कि उसके बारे में हमारा ज्ञान किस प्रकार का ऐ। 

यदि पूर्वतः गृहीत बटन अज्ञात हो तो प्राचछ् की प्रतिष्ठा (ध0$) भी 
एक भज्ञात (पयांधा०ज्ा) राशि की जैसी होती है । एक पर्याप्त प्रतिवर्शन 
(5प्रतिदंथा: उप्व59८) के प्रेक्षण से प्राचछ पूर्णतया ज्ञात तो नहीं होता, परन्तु 
नितान्त अज्ञात भी नही रहता, क्योकि इस प्रतिदर्शज रे हमें प्राचछ का कुछ वो जान दर 
ही जाता हैं। इस ज्ञान की प्रकृति प्रायिकता सबधी होती हे इसछिए प्राचछ की 
प्रतिष्ठा क्ञात से हृव्कर बादुच्छिक चर की हो जाती है । 


२०६ सांड्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 


$ १२-२०.४ संभाविता फलन और उसका उपयोग 


एक और परिस्थिति पर फिश्चर ने विचार किया है । यदि कोई पर्याप्त प्रतिदर्शज 
विद्यमान नहीं हो और प्राचल का अवकाश असतत है तो ऊपर के तक से काम नही चल 
सकता । विभिन्न प्रावकलकों पर बिचार करने से हमें प्राचक के विभिन्न बटन मिलेंगे 
और जब तक हमारे पास तकं-संगत निकप (८प:८स८ं०7) का अभाव है तव तक इनमें 
से किसी विशेष वंटन का उपयोग करना और उसके आधार पर परिकल्पना की 
अस्वीकार करना असंगत होगा । इस अवस्था में फिशर के अनुसार हमें प्रायिकता 
को छोड़कर लगभग उसी के समान एक अन्य धारणा का आश्रय लेना होगा जिसे हम 
घटना की संभाविता (#८४॥४०००) की संज्ञा देंगे ! 
संभाविता प्राचक का एक फलन होता है। असतत वंटनों के लिए इसका मान 
प्रेक्षित घटना की प्रायिकता के वरावर होता है । सतत वंटनो के लिए--जहाँ किसी 
भी विशेष घटना की प्रायिकता शून्य होती है--इसका मान प्रेक्षित घटना के प्रायिकता 
-घनत्व के बरावर होता है । यह सभाविता प्राचक्त के किसी विशेष मान के लिए 
महृत्तम होती है । जिन प्राचछों के छिए सभाविता फलन का मान महृत्तम संभाविता 
की तुलना में बहुत कम होता है उन्हें सदेहजनक समझा जा सकता है । 
मान लीजिए, हम एक सिक्के को 25 वार उछाछते हैं जिसमें वह 20 बार पढ 
गिरता है । इस आधार पर हम इस परिकल्पना की जाँच करना चाहते है कि सिक्के 
के पट गिरने की प्रायिकता 9 है । अभी तक हमने इसके जाँचने की जिस विधि पर 
विचार किया है उसमें हम परिकल्पना के आधार पर 20 या इससे भी अधिक वार पट 
आने की प्रायिकता का कलन करते हैँ । यदि यह 2.5 प्रतिश्मत से कम हो तो हम 
परिकल्पना को अस्वीकार करते हूँ (क्योंकि यहाँ हम दो-तरफा परीक्षण का उपयोग 
कर रहे है )। इस परीक्षण-त्रणाली की कई वार इस कारण आलोचना की गयी है 
कि तर्क और युवित में प्रेक्षित मान 20 को छोड़कर उससे भी बड़े अन्य मानो का 
उपयोग नही करना चाहिए । है 
अच्छा यह होता कि प्रायिकता $ के विभिन्न सभव मानों की तुलना प्रेज्षित वार- 
बारता के आधार पर की जाती ॥ यदि पठ गिरने की वास्तविक प्रायिकता £? होती 
तो प्रेक्षित घटना की प्रायिकता, यदि क्रम को भी ध्यान में रखा जाता, #* (--र 
होती । 
इस उदाहरण में संभाविता # ८ ग्र् के लिए महत्म हो जाती है । £# के 
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किसी भी मान के लिए इस संभाविता को मद्धतत्तम सभाविता के भिन्न (म८४07) के 
रूप में रसा जा सकता है। इस उदाहरण में यह भिन्न निम्नलिखित है-- 


29 $ ( ३0 यु 9 5 है. 
कं) (0/)05($ (77) (७) 

हमें उस परिकल्पना को अस्पीकार करते हुए सबसे कम हिचकिचाहट होगी 

जिसके लिए सभाविता सबसे कम है और सबसे अधिक समाविता बाली परिकल्पना 

को अस्वीकार करने में सबसे क्षधिक हिंचकिचाहट होगी । यदि ऊपर के समाविता- 

भिप्त तथा प्राचल के ? सवध को दिखाते हुए एक ग्राफ खीचा जाय तो यह स्पष्ट हो 

जायगा कि प्राचल के ऐसे कौन-से मान है जिनकी सभाविताएँ महत्तम सभाविता से 

तुलना के योग्य हैं जौर किन सीमाओ के बाहर सभाविता इतनी कम हो जाती है कि 
तत्‌मबंधी प्राचल-मान सत्य-भासक (छ20्र/०) नहीं प्रतीत होते । 





चित्र ३३-- २५ में से २० बार सफलता के लिए ४? का संभाविता फलन 


चित्र में 9 के परास को चार भागों में बाँदा गया है। (7) जहाँ सभाविता-भिन्न 
$ से अधिक है, (2) जहाँ यह 3 से कम परन्तु ई से अधिक है, (3) जहाँ यह | से 
कम परल्तु -ऐै; से अधिक है, और (4) जहाँ यह जड़ से भी कम है । अतिम भाग 
में प्राचल के मान स्पप्टतया सदेहजनक है । इस प्रकार 9 के परास को स्वीकृति और 
अस्वीकृति के क्षेत्रों में वादा जा सकता है। पर्याप्त प्राइकलक (८४४००) के 
अभाव में प्राचछ के विभिन्न मानो की सत्यभासकता से परिचित कराने के लिए यह 
एक समत विधि है । 


२०८ सांध्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 


$ १२.२०.५ वैज्ञानिक अध्ययन और स्वीकृति प्रणाली में अंतर 
फिशर के मतानुसार वैज्ञानिक अध्ययन में परिकल्पना परीक्षण-अनुभव से 
सीखने और अपनी राय बदलने का एक साधन है । विज्ञान में राय कभी अतिम नहीं 
होती तथा अधिक अनुभव होने पर वैज्ञानिक अपनी राय बदलने के लिए हमेशा स्वतंत्र 
रहता है । इस प्रकार परिकल्पनाओं को न तो सदा के लिए स्वीकार किया जाता 
है और न अस्वीकार । स्वीकृति प्रणाली (८८८एछशा८० |70०८०॥7०) इस 
दृष्टिकोण से परिकल्पना-परीक्षण से भिन्न है | स्वीकृति-प्रणाली में वर्तमान कौ 
एक विशेष समस्या पर कार्य करने के छिए निश्चय करना होता है जिसको बदलना 
संभव नही है । एक कारखाने के मालिक को यह तय करना पड़ता है कि वह किसी 
विश्येप प्रकार का माल खरीदे अथवा नही । हो सकता है, उसे बाद में अपनी गलती 
महसूस हो, परन्तु यह उस कच्चे माल को खरीदने और उसका उपयोग करने के वाद 
ही संभव है जिसके लिए स्वीकृति प्रणाली का प्रयोग किया जाता है । यह प्रणाली उस 
ही दशा में संगत है जब छयभग एक ही प्रकार के कच्चे माल पर वार-वार इसका प्रयोग 
किया जाय । इस प्रणाली में खर्चे का विशेष ध्यान रखना पड़ता है । निरीक्षण का 
खर्चा उस जोखिम से अधिक नही होना चाहिए जो बिना निरीक्षण किये हुए माल को 
खरीदने में उठाया जाता है। 
परन्तु वैज्ञानिक गलत निर्णय से होनेवाले नुकसान को नहीं आँक सकता। 
वैज्ञानिकों की हैसियत से हम अनुमान लगाने की ऐसी पद्धति का उपयोग करना 
चाहते है जो सभी स्वतंत्र रूप से विचार करनेवालों के लिए युवितसंगत हो । इसका 
विचार हमारे सामने नहीं रहता कि इस अनुमान द्वारा प्राप्त ज्ञान का उपयोग किस 
प्रकार होगा । 
इस प्रकार आप देखते है कि नीमन-पीयरसन तया फिशर के विचारों में भेद है 
और वास्तव में वे एक दुसरे के कटु आलोचक है । सौभाग्यवश विचारधायाओ के 
भिन्न होते हुए भी कई समस्याओ के लिए दोनों के हू समान हैं । फिर भी हमेशा 
ऐसा नहीं होता कि जिस परिकल्पना को नीमन-पीयरसन के परीक्षण द्वारा अस्वीकार 
किया जाय वह संभाविता के उपयोग अथवा प्राचल के विश्वास्य-चंटन [#700 गे 
0&पम/एपंणा) के प्रयोग से भी अस्वीकृत हो । आप इनमें से किसी के भी तर्क 
से सहमत होने के लिए स्वतंत्र हैं, वल्कि यह भी हो सकता है कि आप को दोनों ही 
तकों में चुटि दृष्टियोचर हो । अब हम परिकल्पना-परीक्षण के साधारण सिद्धान्वों 
की विवेचना यहीं समाप्त करते हैं । ४ 
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अध्याय १३ 
साहचरये (85502 707) 


$ १३.१ परिचय 


परिकल्पना-परीक्षण के संबध में हम कुछ ऐसे उदाहरणो से परिचय प्राप्त कर 
चुके है जिनमें प्रयोग का उद्देश्य यह जानना था कि दो विभिन्न गुणों में कोई सवध है 
था नहीं । इन परीक्षणों में समप्टि को एक (97 सारणी से विभाजित करके 
रखा जाता है जहाँ एक गुण के विचार से समप्टि के / भाग हैं ओर दूसरे गुण के विचार 
से #॥। इस सारणी में दोनों गुणों के स्वतंत्र होने की परिकल्पना के आधार पर विभिन्न 
सानों में प्रत्याश्ित वारबारता का परिकलन किया जाता है और %*- परीक्षण 
द्वारा इन प्रत्याशित बार॒बारताओं और प्रेक्षित वारबारताओं के अन्तर की सार्थकता 
को आंका जाता है । 

इस परीक्षण के अन्त में यदि %?-का प्रेक्षित मान ? (.3)6-)) के एक पूर्व 
निश्चित प्रतिशत बिंदु से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार 
कर देते हू और इस निष्कपं पर पहुंचते है कि ये दो युण स्वतंत्र नही है । अब प्रश्न यह्‌ 
उठता है कि यदि ये स्वतत्र नही हैं तो इनके संवध को किस प्रकार समझा जा सकता 
है । यदि एक गुण में परिवर्तन होने पर दूसरे गुण में भी एक विज्लेप दिद्या में परि- 
वर्तन होने की प्रायिकता बढ़ जाय तो हम कहते हैँ कि इन दोनो गुणो में साहचर्य 
(3550८०2प०४) है । 
$ १३.२ साहचर्य की व्याख्या 

गुणों में साहचयं होने का क्या यह अर्थ है कि एक युण दूसरे के साथ कारण और 
कार्य (८४४७८ 25पे ८८८८) के रूप में सबधित है ? जब हम औपध के सेवन 
और रोग से मुक्ति पाने में साहचर्य बताते हूँ तो हमारा यही विचार होता है 
कि औपध के प्रभाव से रोगी अच्छे हो जाते हूं । यदि हम मशीनों की और उन पर बनी 
हुई वस्तुओ की त्रूटियों की संख्या में साहचय पाते है तो हमारा यही विश्वास होता 


र्श्र सांड्यिको फे सिद्धान्त और उपयोग 


है कि अमुक मशीन अधिक अच्छी है और अमुक मझ्नीन में कुछ दोप है। यदि मशीन 
में दोष न होता तो इतनी भ्रुटियाँ उससे वनी हुईं बस्तुओं में नही पायी जाती । हह 
सकता है कि हमारा इस प्रकार एक गुण को दूसरे का कारण समझना ठीक हो और 
यह भी हो सकता है कि यह हमारी भूल हो । 

उदाहरण के लिए यदि हम यह देखते हैं कि किसी विश्येप रोग में ऐंछोप॑बिक 
इछाज करवाने वाछे रोगियों में नीरोग होने बालों का अनुपात अधिक है और वेद्यक 
इलाज करवाने वालों में कम, तो इसकी निम्नलिखित प्रकार की अनेक व्यास्याएँ 
की जा सकती है-- | 

(१) इस रोग के लिए ऐलोपेथिक इलाज अधिक छाभदायक है । 

(२) केवल्ल संयोग से हमें ऐसे प्रेक्षण मिले हें । 

(३) ऐलोपैथिक इलाज करवाने वाले एक विश्येप श्रेणी के लोग है जो वैधक 
इलाज करवाने वालों की अपेक्षा अधिक धनवान्‌ है और इस इछाज के अतिखित वें 
अधिक शक्तिवर्धक भोजन भी करते है। यही उनके स्वास्थ्य के रहस्य की कुजी है। 

(४) रोग से मुवित पाने के लिए वैद्य अथवा डावटर पर विश्वास होना 
आवश्यक है । जिन छोगों ने वैद्यम इलाज करवाया उनमें से बहुतों को इस पर विश्वास 
न था। क्योकि उनके पास ऐलोपैथिक इलाज के लिए पैसे नही थे इसलिए उन्हे 
मजबूरन वेद्यक का आश्रय छेना पड़ा। उनके स्वास्थ्य-छाभ न होने का कारण यह्‌ 
अविव्वास ही था । 

ऐसी ही अन्य भी अनेक प्रकार की व्याख्याएँ प्रेक्षित सारणी के लिए दी जा सकती 
है । परन्तु यह स्पष्ट है कि पहली व्याख्या के पक्ष मे निर्णय देने से पहले हमें कम ते 
कम तीसरी व्याख्या की जांच अवश्य कर लेनी चाहिए । 

इसी प्रकार यद्यपि विभिन्न मशीनों पर बनी वस्तुओं में त्रुटिसिख्या भिन्न-भिन्न 
हो सकती है, परन्तु इत्तका कारण मश्यीनों में अन्तर नही वरन्‌ उन मजदुरों में अंवर 
हो सकता है जो इन पर काम करते हैँ । इसी कारण प्रयोग को अभिकल्पता 

(वल्लाह्ठा। ०६ ०कु०्मंग्पथ्य5) के अध्याय में हम देखेंगे कि मशीतों में अत्तर 
के निष्कर्य पर पहुँचने से पूर्व हमें अन्य कारणों के प्रभाव से मुक्ति पा लेना आवश्यक 
हे । इसीलिए लेटिन वर्ग (72प 3वृष्थाट) आदि अनेकों अभिकल्पताओं 
(4०अंछ७) का आविष्कार हुआ है । परन्तु कई स्थितियां ऐसी होती हैं जहाँ 
हम प्रयोग नहीं कर सकते, केवछ समष्टि से एक प्रतिदश छेकर उस पर प्रेक्षण 


साहचर्य (85502ं9प०४) र्१३ 


कर सकते हूँ। ऐसी दशा में इन अतिरिक्त कारणों से छुटकारा पाना हमेशा सभव 
नही होता । 
उदाहरण के लिए यदि यह पता छगे कि स्त्रियों की अपेक्षा पुरुपो में पढे लिखों का 
अनुपात अधिक है तो लिग और शिक्षा में साहचये है। परतु यह साहचरय क्‍यों है ? 
क्या इसका कारण शारीरिक है ? क्‍या स्त्रियों का मस्तिष्क कुछ इस प्रकार का होता 
है कि वे अधिक पढ़ ही नही सकती ? आप शायद इस प्रकार के निष्कर्प से सहमत न 
होंगे। आप यह जानते है कि यह अतर केवल सामाजिक परिस्थितियों के कारण है। 
एक भिन्न प्रकार के समाज में ऐसा नही पाया जाता। इस मत की पुष्टि नगरो और 
याँवों में इन अनुपातो के अतर की जाँच अछूग अलूग करने से हो सकती है। बहुत सभव 
है कि दोनों ही स्थानों में छिग और शिक्षा में साहचर्य पाया जाय परतु यह साहचर्य 
गाँवों में अधिक होगा। इससे यह सकेत मिलता है कि अतर का कारण शारीरिक नही 
वरन्‌ सामाजिक है। 
ऊपर के उदाहरणों में यदि हमारा निष्कर्प यह हो कि एक गुण दूसरे का कारण 
है तो यह सदेह नही होता कि कौन-सा गुण कारण है। यह नही कहा जा सकता कि 
स्वास्थ्य लाभ करना कारण था और औपध का सेवन प्रभाव | यह भी नही कहा 
जा सकता कि वस्तुओं में त्रुटि-संख्या कारण है और उनका किसी विशेष भशीन द्वारा 
बनाया जाना प्रभाव। शिक्षा और लिग के ऑकड़ो को व्याख्या में यह नही कहा जा 
सकता कि शिक्षा कारण है और लिग प्रभाव। परतु कुछ परिस्थितियां ऐसी होती है 
जब यह कहना कठिन है कि जिन दो युणो में साहचये पाया जाता है उनमे से कौन कारण 
है और कौन प्रभाव । यदि वाज्ञार मे महँगाई वढने और मजदूरों की हडताल में साहचर्य 
पाया जाय तो यह कहा कठित है कि महंगाई बढ़ने के कारण हड़ताल होती हुँ या 
हड़ताल होने के कारण महँगाई बढती है। यदि हम अमीरो में गरीबों की अपेक्षा अधिक 
शिक्षा पाते है तो यह कहना कठिन है कि अमीर होने के कारण उन्हे अधिक शिक्षा 
मिली है अथवा अधिक शिक्षा पाने के कारण वे अमीर हूँ । कदाचित्‌ दोनो ही गुण 
एक दुसरे पर प्रभाव डालते हैं। उनमे से एक को कारण और दूसरे को प्रभाव समझने 
के बजाय यही काफी है कि हम यह माल्‍ूम कर छे कि इन दो गुणों में साहचर्य है 
अथवा नही। 
&$ १३.३ साहचरये के माप 
नीचे 500 मनुष्यों को उनकी आँखों के रण और उनके पिता की आॉसों के रंग के 
अनुसार एक 4१८4 सारणी में वाँटा हुजा है। 
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हम इस सारणी द्वारा पुत्री की आंसो के रण और उनफे पिताओं की आंखों के रंग 
के साहचर्य का माप माछूम करना चाहते हैं। पुत्र से जिज्ञासा करने पर उसके पिता 
की आँख का रग मालूम हो सकता है परंतु पिता से पूछकर हम किसी होने वाले पुत्र की 
आँस का रग नही मालूम कर सकते | छेकिन पिता की आँस के रंग के ज्ञान के आवार 
पर हम इसका अनुमान कर सकते हैं । पिता और पुत्र की आँखो के रंगो में जितनाअगार्ड 
साहचयें होगा उतना ही अधिक हमें इस अनुमान पर विश्वास होगा। इस उदाहरण में 
साहचये के माप से हमारा उद्देश्य केवछ यह जानना है कि पिता की आँख का रंग जारकर 
कितने विश्वास के साथ पुत्र की आँख के रग के बारे में अनुमान लगाया जा सकता है। 

यदि हम पिता की आँख का रग जाने बिना यह अनुमान छगमायें तो स्वामाविक 
है कि हम वह्‌ रंग बतायेंगे जो सबसे अधिक पुत्रों में पाया जाता है। इस विश्येप समष्टि 
के लिए यह रग्र भूय है! परठु कुछ पुत्रों में केवल हल मर 42% की आँख का यह 
रंग है इसलिए हमारे अनुमान के गलत होने की प्रायिकता 58% प्रतिशत है। मरते 
उठता है कि पिया की आँख का रग जानने से यह प्ररयिकता कितनी कम हो जायगी । 

पिता की आँख का रण ज्ञात होने पर पुत्र की आँख के रग का कया अनुमान लगाना 
चाहिए ? गलती की प्रायिकता को न्यूनतम करने के लिए यह स्वाभाविक है कि जिस 


साहचये (55०० ४५०) २१५ 


रंग की आँखबालों की सख्या उन सव पुत्रों में अधिकतम हो, जिनके पिता की आँख 
का वह ज्ञात-रग है हम उसी रंग का अनुमान लगायें । जिन पुत्रों के पिता की आँख का 
रंग भूरा है उनमें सबसे अधिक सख्या भूरी आँखवालो की है। इसलिए यदि हमें यह 
पता हो कि पिता की आँख का रग भूरा है तो हम पुत्र के बारे में भूरी आँख होने ही 


का अनुमान छगायेंगे। यह अनुमान नल सू+ 72% बार सत्य होगा। इसी नियम 


के अनुसार पिता की आँख के रंग के आधार पर पुत्र की आँख के रग का अनुमान करने 
से गलती की प्रायिकता नीली आँख के लिए न मन 20% तथा काली आँख 


के छिए “07777 ... 22% और हरी आँख के लिए केवल ्् बन 7%, 
350 


है। यदि सब पुत्रों पर सम्मिलित विचार करे तो उन सब पुत्रों की सख्या 
जिनकी आँख के रग का अनुमान पिता की आँख के रग के आधार पर सही 
लगाया जायगा 7774-780--60--245387 होगी । इस प्रकार गछूती की कुछ 
प्रायिकता २०-37 ... 23.8% होगी। 

500 


ऊपर की तरह की सारणी में पक्ित के ज्ञान से स्तभ के अनुमान की गलती की प्रायि- 
कता में जो आपेक्षिक कमी हो जावी है उसे &/.» से सूचित किया जाता है। इस 
उदाहरण की सारणी के लिए 
_ 58,0--23.8 
4४७ *२ मय 

घन 0.5596 

इस सकेत में + से हम उस चर को सूचित करते हैं जिसके अनुसार पक्तियों (709४3) 
का विभाजन किया गया है और ८वह्‌ चर है जिसके अनुसार स्तंभों (८००:०७७) 
को विभाजित किया गया है। 

इसके विपरीत यदि हम पिता की आंख से पुत्र की आँख के रय का अनुमान लगाने 
के स्थान पर पुत्र की आँखो के रंग से यह अनुमान लगायें कि पिता की आँख का रग क्‍या 
रहा होगा तो इसमे स्तभ का स्थान प्रथम और पकित का स्थान द्वितीय होगा यानी 
स्वंभ के दिये हुए होने पर हम पक्ति का अनुमान लगायेंगे । इसके लिए उचित चाहचर्य- 
सूचक [गरतल्ट ० ३5०0०ंबपंणा) 2०० है। 

आप कर 50.0--23.8 


॥ 


बन 0.5240 


र्श्द सांझ्यिफी फे सिद्धान्त और उपयोग 


लेकिन दोनों चरों में से एक के आधार पर दूसरे की प्रामिकता का कछन करने के 
बजाय हम दोनों के पारस्परिक साहचय॑ं के अनुमान के लिए ऐसे माप का कछने कर 
सकते है जो मूल में पिछले दोनों मापो के समान है परंतु उसका कलन ऐसे किया जाता 
है मानो आधे समय हम पक्ित को जान कर स्तंभ का अनुमान छगा रहे हों और आपे 
समय स्तंभ को जानते हुए पव्ित का। इस प्रकार की भ्ुटि में जो कमी होगी वह पिछले 
दो माषों के अद्यों (गएग/८०४४०७) के योग को उनके हरों (4८॥०:४४०४/०७) 
के योग से विभाजित करने पर प्राप्त की जा सकती है। हम इस माप को & से सूचित 
करेंगे और इसे “पारस्परिक-साहचय” ((खाण्पण्टों 3500ं2४०४) की सं देंगे। 
पिछली सारणी के आँकड़ों के अनुसार 
.__ 34-2--26.2 
 358.०कछ०० 
>> 504. 
708,0 
जन 0.5593 कर्मचारियों 
मान लीजिए कि दो गुण शिक्षा और वेतन है। नीचे सरकारी कर्मचारियों को 
अर विश और वेतन के अनुसार एक क्रमवद्ध 52९4 सारणी में विभाजित किया 
हुआ है। 
है सारणी संख्या 3-2 


सरकारी कर्मचारियो का शिक्षा और वेतन के क्रम के अनुसार वर्गीकरण 
































कि 00 7005 ><500 500 < %४<500[500&% | कुल 
कक्षा» “| 0) |») छ) ५) जा 
'झपढ (7) 08 ज्ट 5 33 ०० _| 783. 
। ह्वाई-स्कूल (2) __ पा व 53 ००2 
इंटर मीडिएट (3). 42 23 ०4 ००__|_329 
+ह | ग्रेजुएट (५) __०7 7०4 35 726 | 762 
पोस्ट ग्रेजुएट (5), ०० ठ2 2 70 |? 
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इस सारणी के लिए 
__ 2748 __ आ-(8+ा4-:23+7704-777/ 
कऋब्तत उठा 277 
277-748 


ड़ श्प्ा 


साहचर्य (855०९००४०॥) २१७ 


. (3-+74--23-+704+77)-748 
(277-748) 

इसी प्रकार 
(72--704--35--76)--762 

2 (277-762) 
*. & 55((8-+74+-23+704--37)-748)--024-704+-35-76)-762) 

(277-748) -- (277-762) 

23 
232 
$ १३.४ क्रमिक-साहचर्य का सूचकांक (३9७८ ० णर्वेद्ध ब5००ंबरपंणा ) 


इस माष £ में एक कमी है। यदि वास्तविक तनख्वाह पाँच सौ रुपयो से अधिक 
हो और हम यह अनुमान करें कि वह सौ रुपयो से कम है अथवा यह अनुमान करें कि 
बह तीन सौ रुपये और पाँच सौ रुपये के बीच में है तो दोनों ही अनुमानों की न्ुटियों 
को इस माप में वरावर का दर्जा दिया गया है। इसी प्रकार इस माप मे वेतन जानने 
पर हम शिक्षा के विचार से चाहे अपढ़ कर्मचारी के पोस्ट-ग्रेजुएट होने का अनुमान 
लगायें, चाहे उसके हाई स्कूल पास होने का---इन दोनों अनुमानो की भुटियों मे भेद नही 
किया जाता। यदि दोनों चर इस प्रकार के हों कि उनको किसी त्क-समत क्रम में रखा 
जा सके जैसा कि सारणी सख्या 332 में है तो इन भूछो को बराबर समझना उचित 
नही प्रतीत होता । हमें ऐसे माप की खोज करना चाहिए जो भूल की मात्रा से भी 
सबधित हो । 

इस प्रकार का एक माप ) है जिसे हम ऋ्िक-साहचयें का सूचकांक (790७5 0 
0467 ४४४०९८०४०४) कहते है । यदि हम इन 277 कर्मचारियों में से दो को 
यादृच्छिकीकरण द्वारा चुन ले तो अधिक शिक्षाप्राप्त कर्मचारी के लिए अधिक वेतन 
होने की प्रायिकृता कम वेतन होने की प्राथिकता से कितनी अधिक है ? इस माप के 
लिए हम ऐसे चुनावों पर विचार नही करते जिनमें दोनो कर्मचारी वेतन अयवा शिक्षा 
के बिचार से एक ही श्रेणी में रखे जा सके । 
$ १३.५ क्रमिक-साहचर्य के सूचकांक का कलन 

इस माप को प्राप्त करने के निम्नलिखित विभिन्न चरण हैँ 

(7) हर एक खाने की वारबारता को उन ख़व बारंबारताओं के योग से गुणा 

करिए जो उसके नीचे और दाहिने हाथ की ओर हो अर्थात्‌ जिनमें > तथा ४ दोनों का 











२१८ सांस्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 


मान अपेक्षाकृत बडा हो | उदाहरण के लिए पिछली सारणी में 23 का (35-76 
गन70) +२ 78 से गुणा किया जायगा और 3 का (76+70०)57०6 से । 
अतिम पवित और अतिम स्तभ की वारबारताओं को किसी भी सस्या से गुणा नही 
किया जाता। 
2») इन गुणनफलों का योग करिए। इस योग को यदि ७ से सूचित किया जाये 
तो सारणी के लिए 
5<-(8 2८ 229)-+-(5% 89) -+- (77 १८ था) 
+([742< 82)-- (3 २ 26)-- (7226 784) 
(2326 70) --(42< 26)-+- (72८ 29) 
न (7042 27)-+-352 7०) 
बत73,263 
(3) प्रत्येक खाने की वारवारता को उन सब वारं॑वारताओं से गुणा कीजिए 
जो उसके नीचे और बायी ओर है अर्थात्‌ जिनमे ४ अपेक्षाकृत बड़ा हो किन्तु ऊँ अपेक्षा" 
कृत छोटा हो। 
(4) इस प्रकार के गुणनफ़लों का योग करके उसको 20 से सूचित करिए। 
* पिछली सारणी में 
2 5 (23०-न-(4२79)+(23 7) 
न-(32249--(42 773)-+-(35% 
न-(7626 79) 
घ्न्न 847 
(5) # का परिकलछन निम्नलिखित सूत्र से कीजिए 
# नर टए 
ब्क्ठ 
पिछली सारणी में 


कं मन 


73,263--7,847 
73,263--7,847 
हक 37,476 
उ5.770 
वयोकि इस प्रकार के परिकलन में भरुटि होने की संभावना है, इसलिए एक दूसरी 
प्रकार से इस परिकलन को करके दोनों परिकलनो के फक का मिलान किया जा सकता 
है। इसके लिए निम्नलछिसित चरण हूँ! 


साहचयें (85६०००४०॥) २१९ 


(क) सब पंवित-योगों और स्तभ-योगो के वर्गों के योग का परिकलन कीजिए 
और इसमें से सानों के वर्ग-योग को घटा दीजिए। यदि इस फल को ६ से सूचित 
किया जाय तो पिछली सारणी के लिए 

% ज|[03)-+-(७?+७०%+-(७०१+ (०9) 

+80१+(40१+9१+(०१-[७/+ (१+ (7 
+04/+(३/+(२/+(०३/ न (+/न(7/+(0०4) 
+9*+[70*+(३*+ [72/+(ए०) 
_57/064--73,843 


्‌-43,2० 
(ख) यदि परिकलन ठीक है तो 
2(७5+-०)- ॥ न्क्‍आ* 


जहाँ ॥ सारणी के लिए कुछ बारंवारता है। 

इस सारणी में ॥--277 है। 

अब 2(5--2)+ % न्‍+ 3०,०००+-4३3,2श 

जस 73444 

और ४१ ८ 73,447 
इसलिए हमें विश्वास है कि का परिकलन सही हुआ है। # का मान--7 से लेकर +-३ 
तक हो सकता है। यदि यह ऋणात्मक है तो इसका अर्थ यह है कि /0>& अर्थात्‌ यदि 
कोई भी दो कम चारी लिये जायें और उनका क्रम दोनो चरों (:८.)) के अनुसार मालूम 
किया जाय तो जिस कर्मचारी के लिए एक चर का मात्र अधिक होगा उसमें दूसरे चर 
का मान फम होने की आज्ञा की जाती है। इसी प्रकार यदि #$ का मान धनात्मक है 
तो इसका अर्थ यह है कि $>7) अर्थात्‌ जिस कर्मचारी के छिए एक चर का मान 
अधिक होगा उसमें दूसरे. चर का मान भी अधिक होने की आशा की जाती है। 
यदि # का मान न्यूनतम अर्थात्‌ --7 हो (जब &--0) अथवा अधिकतम यानी नीए 
हो (जब 70--0) तो यह आशा सिदचय में परिणत हो जाती है। 
$ १३६ ऊपर के दिये हुए माषों का प्रयोग समष्टि और प्तिदर्श दोनों के छिए 
किया जा सकता है। बहुधा समप्टि के लिए इस प्रकार का माप मालूम करना कठिन 
होता है और हम प्रतिदर्श से ही इस माप का प्रावकलन (८६४००४0०४) करते है । 

कई बार हमारा यह विचार हो सकता है कि एक चर दूसरे से इस प्रकार संवधित 
हैजैसे कि कायं और कारण । यदि कारण पर नियत्रण रखा जाय तो कार्य भी नियनरित 


२२० सांस्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


ही सकता है। परंतु प्रतिदर्श से प्रावकलित माप के आधार पर इस निष्कर्प पर पहुँचने 
में गलती की बहुत सभावना है। पहिले तो हमें यह विश्वास होना चाहिए कि प्रतिदर्श 
यादृच्छिकीकरण द्वारा चुना गया है। दुसरे यह ध्यान रखना चाहिए कि साहचर्य- 
सूचक का प्रेक्षित मान केवल प्रतिदर्श-त्रुटि के कारण तो सभव नही है। हमें यह भी 
पता होना चाहिए कि कोई तीसरा चर वो ऐसा नही है जो इन दोनों चरों की प्रभावित 
करता है। ऐसी दक्चा में इन दो चरो के साहचर्य का कारण यह तीसरा चर ही हो सकता 
है। ऐसे अनेक उदाहरण है जिनमें नौसिखिये सांख्यिक हास्यास्पद निष्कर्पों पर पहुँच 
जाते हूँ क्योंकि वे ऊपर दी हुईं बातों का घ्यान नहीं रखते। साहचये के मापों का परि- 
कुलन बहुत सरछ्त है जिसे कोई भी स्कूल का विद्यार्थी सरलता से कर सकता है। परवु 
इस माप के आधार पर किसी युक्‍्ति-युकत निष्कर्ष पर पहुँचना बहुत सूझ-बूज्न का कम 
है। यह सूझ-बूझ पुस्तकों द्वारा नही आ सकती वरन्‌ केवल अवुभव और दूसरे 
सांख्यिको की आलोचना से ही पायी जा सकती है। 


अध्याय १४ 


सह-सम्बन्ध (0०फ९०2४०४) 


$ १४१ परिचय 


>%# परीक्षण और साहचर्य के सबंध में हम द्विचर (एथा४०) से परि- 


चय प्राप्त कर चुके है । 


साहचय॑ के लिए हमने ऐसे चरो पर विचार किया था 


जिनको मापा नहीं जा सकता था--अधिक-से-अधिक किसी युवित-संगत क्रम में रखा 
जा सकता था। परंतु आप जानते हैँ कि कई चर ऐसे होते हूं कि उनको मापा जा सकता 
है। इस प्रकार के चरो के बीच साहचयं के लिए एक दूसरे ही प्रकार के माप का उपयोग 
किया जाता है। इस माप को सह-संबंध-गुणांक (0०ा८४४०० ८०थीलंण:) 


कहते है । , 


ग्राम 
संख्या 


*ः 
जि 


पे 


सारणी संख्या 4-4 
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$ १४२ सह-संबवंध सारणी 
ऊपर की सारणी में सोलह गाँवों की जनसख्या सैकड़ो में और क्षेत्रफल सौ एकड़ो 
/में दिये हुए है। यह एक सह-सवंध सारणी का सबसे सरल उदाहरण है जिसमें प्रत्येक 


र्२२ सांण्यिफो फे सिद्धान्त और उपयोग 


इकाई के लिए दोनों चरों (&,)) के मान दिये हुए हैं। इन मानों को किसी विशेष 
ऋम में रपने की आवश्यकता नहीं है! 





$५ 5 36 


09 2 फ 6 5 १0 प्र 
क्षेत्रफल (स्रे झुकड़े में ) 


चित्र ३४--सारणो संज्या 74.7 फे लिए प्रकोर्ण-वित्र 
8 १४३ घनात्मक व ऋणात्मक सहसंवबंध 
हम यह जानना चाहेंगे कि जब एक चर घंटता या बढ़ता है वो दूसरा चर औसतन 


किस प्रकार विचलित होता है। दे 
(7) यदि दोनों चरों > और ४ के मान साथ-साथ बढ़ते हैं तो हम कहते हूँ 


कि ओर एके बीच घनात्मक (90अंप्षंए८) सहसंबंध है। 


सहन-सम्पन्प (0०घर्लवघं०) २२३ 


(2) गदि .६४ के बपने के साथ ४ घदता हे जोर ४ के घटने के साथ ४ बढ़ता हे 
तो हम करते है कि # और ४ का सह-सवध ऋणात्मक (श८४०४४८) है। 
गह आवश्यक नही है कि जब 2६ बढ़े तो ४ था तो बड़े द्वी या घटे ही । ऊपर की 
सारणी में. के बढने पर कमी तो ४ पटता है और करनी बड़ता है। जब हम कहते है 
कि (और ४ के दीच का सहसदध पनात्मक है तो हमारा तात्पय केयलछ यह है कि 
साधारणतया >( और ४ साथ-साथ बढ़ते हूँ । 
इसके पहिछे कि हम सहसवध-गुणाक का परिकतन करें हमें कुछ साधारण 
सिद्धांतों का ध्यान रसना आवश्यक है। (7) यह निश्चय होना चाहिए कि इन दो 
घरो में कुछ सबंध होता न केवछ संभव है बल्कि इस बात की आशा भी की जाती है। 
(2) यदि हमें यह नही मालूम फि कौन-सा गणितीय वटनसमप्टि का पच्छा प्रतिनिधित्व 
कर सकता है तो हमें केवक़ इस एक सख्या --सहसवध गुणाक--से उतनी सूचना नहीं 
मिल सकती जितनी कि उस सारणी से जो इस परिकलन के लिए तैयार फी जाती है। 
(3) प्रगाढ़ सह-सबंध का अर्थ मह नही होता कि एक चर दूसरे के विचछन 
फा कारण है। 


$ १४४ प्रकोर्ण चित्र (इद्यपव् काया) 


यदि हम एक पग्राफ पेपर में भुज (205८5) पर ४ और कोदि (074770०) 
पर 9 व सूचित करें तो & ओर 9 के प्रत्येक युग्म (9आ) के लिए हमें एक विदु 
प्राप्त होगा । इस प्रकार सारणी अबवा न्यास (0209) का छेसताचित पर बिंदुओं 
द्वारा मिरूपण किया जा सकता हे। इस तरह हमें जो चित्र प्राप्त होता है हम उसे 
प्रकोर्ण-चित्र कहते हैं। उदाहरण के लिए सारणी सख्या 747 के न्यास का प्रति- 
निधित्व चित्र संख्या 34 में दिया हुआ है। इस चित्र के द्वारा हमें सहसवंध का माप 
नही मालूम हो सकता। यदि सारणी में दो या अधिक युग्म विछकुछ समान हो तो 
उनकी चारंबासताओं का हमें इस चित्र से पता नही चछ सकता वयोकि ये विदु सपत्तित 
हो जायेंगे और उन्तका पृथक करना असंभव होगा। न्यास द्वारा प्राप्त सूचना को 

, प्रकी्ण “चित्र में सूत्र रूप में रखने के लिए निम्नलिसित तरीका काम में छाया जाता है। 
३ १४५ समाश्रयण-वक्त 
ऊँ के प्रत्येक प्रेक्षित मान के लिए उससे सबधित ९ के मानो के माध्य को इस 


प्रकी्ण-चित्र पर एक विंदु द्वारा सूचित किया जाता है। यदि न्यास एक बहुत बड़े 
प्रतिदर्श से लिया गया हो तो इन माध्य विदुओ को मिलानेवाली रेखा छयगभग एक सतत 


र्र४ सांण्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 


बक्र (६700थ॥ ८ए्ए०) होती है । इस बक्र को समाध्यग-वक्र (इउल्ड्ा८४म0ा 
८प्:५४०) कहते हूँ । 
इसी प्रकार ९ के हर प्रेक्षित मान के छिए > के माध्यों को मिछाने वाली रेखा एक 
दूसरा समाश्रयण-वक्र बनाती है। सबसे साधारण स्थिति में ये वक्र सरल रेखाएँ होते 
हैं और ऐसा समाश्रयण एक-घातक (]7००८) कहा जाता है। आगे हम अधिकतर 
एक-घातक समाश्रयण का ही अध्ययन करेंगे। ऊपर के प्रकीर्ण चित्र में इतने कम विद 
है कि प्रत्येक > के मान के लिए ४ का माघध्य मालूम करना और एक सतत वर्क का 
पता चलाना व्यय होगा! इसलिए केवल अनुमान से दो सरल्ल रेसाएँ इस कार 
खींची हुई है कि बिंदुओं से उनकी दूरी अधिक न हो । 
इन दो समाश्रयण रेखाओं के खींचने के वाद समाश्रयण गुणांक का सप्तिकर्ट 
(०९/7०7घ7405) मान मालूम किया जा सकता है। इस ग्रुणांक का वास्तविक 
मान किस प्रकार परिकलित किया जाता है यह आगे वताया जायगा। परतु ईव 
वास्तविक मान का महत्त्व केवछ उस समय है जब समाश्रयण एक-घातक अगवा 
प्रायः एक-घातक हो। प्रकीर्ण-चित्र द्वारा यह तय करने में बड़ी सहायता मिलती है 
कि समाश्रयण को एक-घातक समझना कद्दाँ तक ठीक है। 
$ १४"६ सह-संबंध-गुणांक (2०घले4प०० 02००गं/०००४) 


यदि 2( और ९ के माध्यों को हम क्रमशः 77 और 9 से सूचित करें और 2 और 
में सहसबध धनात्मक हो तो हम यह आशा करते है कि यदि >(का माव से कम 
होगा तो ४ का मान भी 9 से कम होगा। इस प्रकार(४-->0 (श/-- है) का मात 
धनात्मक होगा। इसी प्रकार यदि >८ का मान उसे अधिक हो तो का मात भी 
छ से अधिक होगा। इस दशा में भी (/-->) (४-9) पवात्मक होगा। पर्स 
सहसंबंध के घनात्मक होने का यह अर्थ कदापि नही है कि पत्येक बिंदु के लिए 
(४-5) (४-9) का मान घनात्मक ही होगा । इसका अर्थ केवल यह है कि औसतन 
इसका मान धनात्मक होना चाहिए। 
अथवा 


य्र हे 
ज़ हि 3) (/-- ४) > ० 


सह-सम्बन्ध (0०घल॑4४0०॥) २२५ 
इसी प्रकार जब सहसंवध ऋणात्मक होता है तो 


ट्ष ते हक 
र रे, +->) (४-९) < ० 


यही नहीं वल्कि यदि सहसंवंध घनात्मक और प्रगाढ़ (४०४४६) है तो 


गे डे (ध-->) (॥/-- ४) का मान धनात्मक और बड़ा होता है। यदि सह- 
न 


संबंध धनात्मक तो हो, परतु निर्वल (४००८) हो तो यह मान धनात्मक और अपेक्षाकृत 
छोटा होता है । इसी प्रकार ऋणात्मक सहसबंध प्रगाढ़ अथवा निर्वल होने के अनु- 


य्प 

सार न ० (४-7) (॥/--४) का मान ऋणात्मक और क्रमशः छोटा अथवा 
न 

बड़ा होता है। 


इससे यह प्रतीत होता है कि कदाचितु ((£-->]) (९-- ४) का प्रत्याशित मान 
५०,, 55 रह-30 (४-४) 
सहसंत्रथ का एकअच्छा माप है। परंतु इसका मान उन मात्रकों (एथ) 
पर निर्भर करता है जिनमे 2: और ४ को मापा जाय । क्योकि सह-संबध दो गुणो के 
संबंध का माप है, इसलिए हम यह चाहेंगे कि वह इन गुणों के मात्रकों से स्वतत्र हो 
“उदाहरण के लिए यदि हम यह्‌ जानना चाहे कि गाँवों के शस्य-क्षेत्रफल और संपूर्ण 
क्षेत्रफल में सबध अधिक प्रगाढ़ है अथवा शस्य-क्षेत्रफल और किसानों की संख्या में, 
तो ८. , की तरह का माप हमारे काम में नही आ सकता । 

यदि >£ को उसके वंटन के मानक विचलन ०, के मात्रक से और ४ को उसके 
चटठन के मानक विचलन ०५ के मात्रक से मापा जाय तो यह समस्या हल हो जायगी, 
क्योकि इस दशा मे (.,, केवर एक सख्या होगी जिसमे कोई मात्रक समाविष्ट नही है। 


की अप ९ 2 
ओर ४ को ०, और ०, के मात्रको में नापने का अर्थ है कि # के स्थान पर जब पा 
& 


हि. 

ण्ड़ 

एसे सूचित करेंगे। 
१५ 


ष के स्थान पर --- का उपयोग करना। इसप्रकार से प्राप्त 2., के मान को हम 


र्र६् सांह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


कह हा ८; 
गत अर) 


7 ज् स्‍ 
/ थक डे ५74 ॥ (4.7! 


ग्ड ०, 


-फ्ण 
ण् ०, 
इस नये माप # को जो मातकों से स्वतंत्र है सहसंबंध गुणांक (००7र्थऑं० 
* ८067्रित्ृध्वा:) कहते है । 
$ १४.७ समाश्रयण गुणांकों और सहसंब्रंध गुणांक में संबंध 
हम समाश्रयण-रेखाओं का पहिले ही वर्णन कर चुके है । हम देखेंगे कि इन रेखाबो 
* के समीकरण निम्नलिखित है । 


"2? ०, यझओ 


० - ग्ब्ण्नभ 7 
अथवा (-शन्न्न ए-छी || #औआजन्‍* (गे 
०५ 





तथा (2-०0 ... +० (9) 


शक 
ये दोनों समीकरण ऋमशः ४ के >7 पर तथा 37 के / पर समाश्रयण को सूचित 


गन पंकों मि गी 
करते हूँ । *-» तथा 7-2 को समाभ्रयण गुणांकों (उ८छ76छअंगा ८०थरीक्षेंधा5) न 
, ० 


ढ़ 
* संज्ञा दी जाती है। 
इस प्रकार 


तू 


० + 
2) >मन एह्ँ कत शैका पर समाशक्षयण-सुांक 


| 4 
#४३नता 775 नर >े का एपर समाश्रयण गुणांक 


सह-सम्बन्ध (0०पलुव्तं०) 


२२७ 
हि 5 “हि, 72 
* जात जा ० 
ब्च्यड »««« (4-4) 
$ १४.८ सह-संवंध-गुणांक का परिकलून 


7 का मान भ्राप्त करने के लिए >7, 9, ०., ०, ओर (2., का परिकलन आवश्यक 


है। आप >£, ९ं, ०, और ०, के परिकलन से तो पहिले ही परिचित है। 0., के 
परिकलन के लिए भी एक सरल तरीका है । 
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सारणी संख्या 74-7 के लिए + का परिफलन नीचे दिया हुला है । 
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र२८ साहियिकों के सिद्धान्त और उपयोग 
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कप कन्प क्ब्वि 
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2352९ 307 
736 
265.94 
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$ १४,९ बहुत बड़े प्रतिदर्श के लिए सहसंवंध गुणांक का परिकलन 

यदि कुछ प्रतिदर्श में केवल 25 या 30 प्रेक्षण हों तो इस प्रकार सह-संवध गुणांक 
का परिकलन करने में अधिक कठिनाई नहीं होती । परंतु यदि प्रतिदर्श बड़ा हो, उत्तम 
सैकड़ों अथवा हज़ारों प्रेक्षण हों तो इस प्रकार परिकलन संभव होते हुए भी कठिन है 
और इसमें त्रुटि होने की संभावना बहुत अधिक हो जाती है। जिस प्रकार हम चर कै 
परास (7208८) को कुछ अंतरालछों में विभाजित करके---और यह मानकर कि कते- 
रालों के सभी प्रेक्षण उसके मध्य विंदु पर स्थित है--प्रसरण के परिकलन की सरह 
बना छेते हैँ, उसी प्रकार हम सह-संबंध गुणांक के परिकलन को भी सरल वना सकते 
हैं। इस तरीके को नीचे के उदाहरण द्वारा समझाने की चेष्टा की गयी है। 

794 खेतों में प्रति एकड़ उपज ४ (बुशछो में) और उनमें डाले हुए नाइद्रोजन 
खाद का परिमाणः> (पाउण्डों में) सारणी 74.2 में दिये हुए हैं। हम इन आँकड़ीं 
के आधार पर उपज और खाद के परिमाण के सह-संवध युणाक का परिकछन करंगे। 
इन परिकलनों के कई चरण इस सारणी के साथ ही दिये हुए हैँ । 


६ १४.९.१ परिकलन की जाँच रे 
क्योकि इतने लंबे परिकलन में गलती हो जाने की संभावना है, इसलिए हर 
एक परिकलन की जाँच करना आवश्यक है। यह देखा गया है कि यदि एक द्वी परिकडत' 
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$ १४,९ बहुत बड़े प्रतिदर्श के लिए सहसंवंध गुणांक का परिकलन 
यदि कुल प्रतिदर्य॑ में केवल 25 या 30 प्रेक्षण हों तो इस प्रकार सह-सबध गु्णाक 

का परिकलन करने में अधिक कठिनाई नहीं होती । परतु यदि प्रतिदर्श बड़ा हो; उ्म 

सैकड़ों अथवा हज़ारों प्रेक्षण हों तो इस प्रकार परिकलन संभव होते हुए भी कठिन है 
- और इसमें चरुटि होने की संभावना बहुत अधिक हो जाती है। जिस प्रकार हम चर कै 

परास (<थ्या2०) को कुछ अंतराछों में विभाजित करके---और यह मानकर कि अतः 

राछों के सभी प्रेक्षण उसके मध्य विंदु पर स्थित है--प्रसरण के परिकलन को हे 

बना लेते हैं, उसी प्रकार हम सह-संबध गुणांक के परिकलन को भी सरल वना सके 

है। इस तरीके को नीचे के उदाहरण द्वारा समझाने की चेप्टा की गयी है । 

794 खेतों में प्रति एकड़ उपज श/ (बुझलों में) और उनमें डाछे हुए 2 
खाद का परिमाण-> (पाउप्डो में) सारणी-7&-2 में दिये हुए है। हम इन आकर 
के आधार पर उपज और खाद के परिमाण के सह-सवध गुणाक का परिकलन करे ॥ 
इन परिकलनों के कई चरण इस सारणी के साथ ही दिये हुए हैँ । 
$ १४-९.१ परिकलन की जाँच हि 

क्योंकि इतने लबे परिकृलन में गलती हो जाने की संभावना है; इसलिए ई£ 
एक परिकलन की जाँच करना आवश्यक है। यह देखा गया है कि येदि एक ही परिकलन 
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को एक हो मनुष्य दोबारा करता है तो गलती के दुहराये जाने की काफी संभावना 
रहती है। इसलिए यदि हो सके तो परिकलन को जांचने के छिए किसी दूसरी विधि का 
प्रयोग करना चाहिए। इस सारणो में प्रत्येक परिकलन को दो प्रकार से किया गया 
है। यदि इन दोनों में अंतर हो तो अधिक बारीकी से निरोक्षण करके भूल वंग पत्ता 
वाया जा सकता है । 

उपयुक्त सारणी में किसी विशेष (&/)”) खाने की बारंबारता को [.,, से 
सूचित किया गया है। इसी प्रकार किसी विशेष / अतराल की बारबाग्ता को [., 
तया किसी विशेष )” अतराल की यस्वारता को .१! से सूचित किया गया है। 
$ १४.१० मूलविदु व मात्रक का परिवर्तन 

परिकलन की सरलता के लिए मूल बिंदु (०४80) तथा मात्रकों (७४४) को 
बदल दिया गया है। इस विधि से अध्याय ३ में, प्रसरण के कलन के सबंध में, जाप 
पहिंछे हो परिचित हो चुके है। 

इस सारणी में 
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हो एड हो मनुष्य शेवारा करना है तो गली के दुुराये थाने की गाफी संभावना 
खत है। इसलिए यदि हो सके तो परिझछन को साँचसे के छिए | एसी दूसरी विधि का 
प्रयोग करता चाहिएु। इस सारणी में प्रत्येक परिएछन को दो प्रद्धार से विया गया 
है। यदि इन दोनों में जतर हो तो अधिक बारीकी से निरीक्षण करके भूल का पता 
घटाया जा सत्ता है । 

उपयुक्त सारपो में शिक्ली विशेष (&/)”) खाने की बारयासता को /,,,, से 
मूचित किया गया है। एसी प्रकार दिसो विशेष &/ जतराल छी बारबाग्ता को है 2 
ठया किसो पिश्ेप )/ अतराल की यारदारता को // से मूचित किया गया है। 
3 १४.१० मूलविदु व मात्नक का परिवर्तन 

परिफलन की सरछता फे छिए मूछ विदु (0पं907) तबा मात्रका (७४७) को 

बंद दिया गया है। इस विधि से जध्याय २ में, प्रसरण के कछन के सबंध में, जाप 

पहिले ही परिचित हो चुके हैं। 

इस सारणों में 
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जय 09433 
यह ध्यान देने योग्य बात है कि मूलबिंदु और मात्रकों के वदलने से 7 के मान पर 


कोई प्रभाव नहीं पड़ता क्योकि (7) 4-3 तथा 34-क्रमशः >६ और ४ के बंटतो कै 
भाध्योसे // और 3 के अंतर है और ये मूलविंदु पर निर्भर नही करते । (2) यदि 
और ) को किन्ही अचल राशियों ८५ और ८) से गुणा किया जाय और गुणनफर्डी 
को ४४ और 9 से सूचित किया जाय तो 


रर ० यप दि 
द, (730) (७225 ५५ 3 (४-४) 7?) 
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बक-आसंजन (097४० ६40४8) 
$ १५.१ अनुमान में त्रुटि 


मान लीजिए कि (7, ४) एक द्विचर है। इसमें हमें > का मान ज्ञात है 
४ के मात का अनुमान लगाना चाहते हैँ। यह स्पष्ट है कि हम ४के केवल उन थे 
पर विचार करेंगे जो 2६ के इस मान के साथ संभव हैं। मान छीजिए कि £ के ये 
20 20४००) ४०००-१%- 2 है । अब यदि हमारा अनुमान ४८5)” हो तो इसमे 58 
त्रुटि हो सकती है। यदि वास्तविक मान )६ हो तो यह श्रुटि(//--20) है। हर 
वास्तविक मान )५ हो तो यह श्रुटि (/--29) है। इसी प्रकार # के विभिन्न मानो 
लिए विभिन्न श्ुटियाँ होंगी। आपको शायद आइचर्य हो कि आखिर मह अुमान 
लगाने का प्रइन क्‍यों उठता है। स्थिति स्पप्ट करने के लिए हम एक उदाहरण पर 
विचार करेंगे। 

हमें मालूम है कि किसी परिवार की आय बढ़ने के साथ कपड़ो पर उसका खर्चा 
भी बढ़ता है। यह इतना स्पष्ट है कि दोनों चरों की स्वतत्रता की परिकल्पना की जांच 
करना अनावश्यक है। इनके सह-संवंध गुणाक का मान मालूम करने से भी डु्छ विश्वेप 
लाभ प्रतीत नहीं होता । देश के लिए योजना वनाने वाले यह जानना चाहग कि परिं- 
वार की आय जानने पर क्या कपड़ों पर उसके खर्च का अनुमान लगा सकते हैं। 
इस प्रकार यदि उन्हें देश में आय का वितरण ज्ञात हो तो उन्हे यह पता चछ सकता 
कि देश के लिए कुछ कितने कपड़े की अवश्यकता होगी । 

ये अनुमान त्रुटिपूर्ण हो सकते है । एक ही आयवाछे अनेक परिवार हो सकते 
है, परंतु उन सबका कपड़ों पर खर्चे वराबर नही होगा । यदि हम इनमें से किसी एक 
+--वें परिवार के कपड़े पर खर्चे का अनुमान )” लगायें और वास्तविक खर्च » ही 7 
त्रुटि (//-») झछोगी। क्योकि यह अनुमान केवछ आय >ईं पर निर्भर करता हैः 
इसलिए उन सभी परिवारों के छिए जिनकी आय # है खर्च का अनुमान 2/ ही होगा 
और बुढियाँ क्रमशः (//-- 2५), /--2),-----(/--2,) होंगी! 


और हम 
न मानों 


२३४ सांध्पिफी के सिद्धान्त और उपयोग 


'$ १५.२ अनुमान के लिए प्रतिरूप (7०0०) का उपयोग 

किसी भी ४ को 2 के एक फलन / (६) और एक यादृच्छिक चर ४ के योग के 
बरावर मान लिया जाता है। 
अालिक्क..... है (5) 

यदि >--« दिया हो तो ३” का अनुमान )र्याटिरे लिया जाता है। हों 
अनुमान के अच्छे होने का निकप (व्यॉप्टा००) यह है कि »[/-/थौं बताती 
हो जहाँ यह योग प्रतिदर्श की प्रत्येक इकाई के छिए किया गया हो। 

समीकरण 2(९| 55-०2 70% 
को हम 3६ के ऊपर 9४ का समाश्रयण कहते है। यदि /() पर कोई वियत्रग न 
रखा जाय तो यह एक बहुत जटिल फलन हो सकता है। यह सभव है कि इस प्रकार 
के किसी जटिल फलन के लिए प्रतिदर्श में // और/() का अंतर शून्य रह जाय, पखु 
यह आवश्यक नही कि यह समप्टि के लिए भी सर्वोत्तम होगा। इस शंका के कार्र्स 
हम प्राय. सर समाथ्रयण के प्रतिरूप (7002) से आरंभ करते हूँ। फिर हैं 
उससे कुछ जटिल फलन का आसजन करके देख सकते है कि कया त्रुटि वर्ग-योग में ईव 
जटिलता के कारण कोई विशेष कमी हुई है। यदि कमी साधारण हो तो हम सरह 
प्रतिरूप को जटिल प्रतिरूप से उत्तम समझेगे और उसी के अनुसार अनुमान लगाव 

किस सरल प्रतिरूप से आरभ किया जाय यह प्राय. छेखाचित्र (8प्श?7) देंलक ५ 
समझा जा सकता है। बहुधा यह सबंध केवछ एक-घातीय ( काव्य) ही होता दै। 
यानी 

चब+नाी 4... | ४” 

८ और ४ इस प्रतिरूप के प्राचल है। हमारा उद्देश्य ८ और £ को इस अका 
खुनना है कि 3] 6 ८-० और 5 € * न्यूनतम हो । 
$ १५-३ अवकल कलन के कुछ सूत्र 


यदि आपने अवकल कलन (ता/लिव्ापं४| ८श८पाप5) का कुछ अध्ययन किया 


हो तो आपको यह्‌ ज्ञात होगा कि यदि ८०-४' के छिए £(०, का मान न्यूनतम हैवो 
कह) 
बल 
स््त्0ा 


इसी प्रकार यदि 8-58 के छिए 2(८,४) का मान न्यूनतम ही तो लि 


ब्न्श 
इस दोनो समीकरणो के हछ से हमे ४ और £/ प्राप्त हो जायेंगे । 


बफ़-आसंजन २३५ 


यहाँ हम कुछ सूत्र अवकछ-कलन के दे रहे हँ जिससे आपको बक्र-जासजन में 
सहायता मिछेगी। 
() यदि... 80 + ॥(0+६(७+ ०-६० 
तो १७) 2 +- ९६0५. ...... 0), (४) 
पर 95 


95 95% 
(2) यदि. ८ एक अचर (८०एप्या0 है तो 
हे '! 
तन ४:४४) 
(3))यदि. ४७). ह_|5 (४९ 
तो %७) छाए "००१ 
१5४ 


जहाँ ४ और # दो अचर हूँ । 
$ १५-४ एक-घात प्रतिरूप का आसंजन 
इन तीन सूत्रों की सहायता से हम एक घात-प्रतिरुप का आसजन करेंगे। 


हमारी समस्या है ञ &।* को 4 और 8 के लिए न्यूनतम करना । 
क्य्ज्यु 


५ छ्ष्बौ न्‍+ ञ (॥--०४--&५)* 


क्च्ग प््च 


च्त्ज अतकआर्बा+ 8 जा 
म्च्य क्च्व 
न- 24 5] जा $3] 0 कि नम (75.4) 
न्चि म््चि पक 


9५ ०४ 


मच 


जद न 2॥04--2 हट आम 2] 


८ के जिस मान के लिए 3, & / न्यूनतम होगा उसके लिए 
कच्च 


२३६ सांह्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 


982 €; 


मस्> रे हक... +, उहः! [/ 
हा +. 5२० अथवा 3न्न्बकओ (४ 


इसी प्रकार > &/£ को 6 द्वारा अवकलित करके हमें निम्नलिखित समीकरण 
ह्र्ल्ग्बु 
प्राप्त होता है 
अकशानतू बज ख+ 0 का......ैैर््रस्ः्लः (8) 
मना 


(४) और (2) को हल करने पर हम देखते है कि 


2ख्र--7%9 


पा ध्  .... - अदडन्‍- (5.5) 
थे खी +- कप 
ब्््य 
नस्ल 5६ 
०५ 
# के इस मान को समीकरण (4) में रखने पर स् 
८्नत्उुन खिप्र...ररर््जखजरफ़्लः (5-0 


०५ 


अब यदि हमें > का कोई मान & दिया जाय तो उसके लिए इस रेखा पर 2 
का भान होगा 


(- हुए + ्रिल्‍नउ+ 2 (-)) 


यही उस >ऊ के लिए ४ का अनुमान है। 
पिछले अध्याय में जिस सारणी से सह-स्वंध-मगुणाक का परिकलत किया 
गया था उसके लिए 


डा वि 26- 4 
ज+ 0.84229< | अपर्7526. 4, 
648.9949 20 


और 





घक-आसंजन २३७ 


क्योकि ०१,--०4३-7526, ०, /-८6३8,9949 और ०,८4०, , ०२२००, 
२-०,8422 2९ 7.2073 >< 0.2000 
जू0.2034 
4 55[22+-4 26 0.7938)--0.2034(70--०.70०3) 
बन्‍-न्‍्अ7.7752-5 74.27755-570.9577 
2] के, +#+29 , दैच-202५+7० 
(देखिए, सारणी सख्या 4-2 और $ १४.१०) 


2 


] 
छू 


ड 3प्य (अुशल से? 
हि 
5 


हर 
ट् 


भें 
हे 


द्ति 
| 








09 20 40 60 80 200 220. 740 62 
लाइट्रोजन खाद का परिमाण (प्राउग्ड मे? 


चित्र ३५--सारणी 74.2 के लिए प्रकीर्ण चित्र और सरकू समाथयण-रेसा 


कई कार एक महत्त्वपूर्ण कार्य है बंप 
7 प्ृझ्री के हुफ २ इसके हिए वेज्ञानिक क्ायह 
अयत्त रहता है कि कह सके सिद्धातो को जाय। यदिवास्तविकता 
रैक सरल सिद्धांत पेकती है को उसे नानेकी कोई बावसकता 
नही है। 
ज के ऊपर 


भें भी यह प्रयत्न है कि जितने 
ज्तना अच्छा । ऊपर हमने ८ और 6 आपको का 
उपयोग किया जानना चाहेंगे नीचे दिये हुए. सरल समीक रपों 
का उपयोग यथेप्ट 
(9) 2 चल ० 6 >न5.2) 
(9) 2 60५. & >*>म[5.8) 
» १हिले हम इन पैमीकरफो ३ आचछों ० कर ४ का अवकलन करें। 
6) ख्यि ? कि च्टि (#-०११ 
8); बा 3%+०० गे ***[75:9) 
अ्क् म््च 
9 ञ कल 
जू.0ह शा नी २45 
म्ध्स्यू 
अथवा 4५ 5 न आर १ (75.70) 
0 # ७८५»... * 
बज 


री 4-80 


स्पा 47... 268१ ९ ५4034 दर 
घ् २४२2५. ८ क्र 


मन स्किय ) 


यबफ-आसंजन 





१9७ ५१ 
हीरे नमक्‍ल - 2ज:४)+20 5), ० 
5 हक ४ अं ब्प 
अ 
वह 
बबबा - ऑल: 

सब 8 
भय 


$ १५-६ प्राक्कलकों के प्रसरण 


अब हमे यह देसना है कि इन सरल प्रतिर्पो के लिए भुटि के वर्ग-योग कया है। 

* क्या वे समाशक्षयण ॥--+४४+- ७ की श्रुटि के वर्ग-योग से बहुत अधिक हूँ ? यदि 
ऐसा है तो )--६+॥४+- ५ को ही उचित समज्ञा जायग्रा | यदि ये लगभग वरावर ही 
हो तो जपेक्षाइत सरल प्रतिरयों को चुना जायगा। इसके छिए निम्नलिखित परि- 


कल्पनाओ का परीक्षण किया जाता है 
(). 085० (॥) # ० 


प्रतु इससे पहिंछे कि हम इन परिकल्पनाओआ के परीक्षण का अध्ययन करें, हमें 
यह जानना आवश्यक है कि यह परीक्षण किन अभिवारणाओं पर आधारित हूँ। ये 


अभिवारणाए निम्नलिसित है । 
(क).. 8(« |--० 
(ख) ४(७ | ४55०, , जो & से स्वतत्र हे 
(ग) ५ का वटन > के किसी भो मान के लिए प्रसामान्य है। 
2, , का एक उचित प्राककलक 5*, , है जहाँ 


#, ५ लन न्‍ ()--०- #णो 
बन है 





धर 2 
च् कः छः 
कक. आऑजिब 3%-०० ४ २४) 
(3०३ हैक ॥ 4+०3 
8#-- < 


(देखिए, समीकरण (4) और समीकरण (8) 





र्‌४० सांह्यिफो के सिद्धान्त और उपयोग 


ऊपर जिस सारणी के लिए हमने सह-संबंध-गुणांक का परिकलन किया था उपके 
लिए > पर ४ के समाश्रयण रेखा का समीकरण था 
3नचबन- ४-70.9577+-0.203 बड़ 


वयोकि हम ऊपर देख चुके हूँ कि 4--70.9577 
तथा /--०0.2034 और 2 |(4)/+29, 2-520४(+-7० 


393 


2,275 (542 4)--(2226794)5-4884 
हा (7068676)+(226 222९ 42९ 754)-+- (2226 222 79) हि 


क्या 


कर 738,088 
ट, 20% 5+ (6592८ 80)+ (2803८ 754)+(440 गे 


न-22267036 794 
>+394, 760 
(देखिए, सारणी संख्या !4.2 और $ १४.१०) ; 


इसलिए इन आँकड़ों के लिए 


38 -. 238,088--70.9577 2 239,088-(70.9577 2 4884)--(०.2034 2९ 394,7 760) 
ध्ख 794--2 





<--4398.4492 
792 
२--22.9086 


यदि # प्रेक्षण-युम्मों के अनेक प्रतिदर्श एक ऐसी समप्टि में से चुने जायें जिसका 
सरल समाश्रयण प्रतिरूप उचित हो और यदि स्वतंत्र चर ऊँ के मान ककमआ हाट 
++% सब भतिदर्शों के लिए समान हों तो 
(7) 8 के प्रावकछक $ का माध्य है होगा 
यानी 5()--४ कह 


बकऋ-जासंजन श्ड१ 


(2) $ का प्रसरण निम्नलिसित होगा 


॥0)-< ण् ००० (75.5) 
8) झ(7 न्‍+ ० "० (5-6) 


(4) ण्र््) न्त्ण्र् >अ्ं 





ढ *(5.77) 
हे > (४-१ 
कच्जये 
६ १५.७ परिकल्पना परीक्षण 
यदि प्रतिदर्श-परिमाण बहुत बड़ा हो तो ऊपर छिसे हुए अनुवधों के अनुसार & 
के प्रतिदर्शण वढन (540७8 ०ी50घध००) का ऐसे प्रसामान्‍्य बटन 
द्वारा सन्निकटन किया जा सकता है जिसका माध्य 6 और प्रसरण ०१, हो । 


०). भज्ञात है परंतु इस बड़े प्रतिदर्श में ०, के स्थान पर उसके प्रावकलक ४? , 


हो। 





9 
का उपयोग किया जा सकता है | इसलिए यदि £ का मान -- 7.96 | दा 
7 


से कम अथवा --3.96 | आई पद 
टला 


से अधिक हो तो हम निराकरणीय परि- 





कल्पना 8-5० को पाँच प्रतिशत स्तर पर अस्वीकार कर सकते हैं। इसी प्रकार # 
के वंटन का सन्निकटन एक प्रसामान्य वंटन से किया जा सकता है जिसके माध्य 
और प्रसरण समीकरण (75.76) तथा (75-77) से प्राप्त होते है । इसलिए यदि 
5 ३ ८ ्ढ 
का परिकलछित मान --7.96 | (22 से कम हो अथवा 
में » (-२0४ 
ब्न्यु 
१६ 


र४डर सांश्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


5८) 
52 हद 


+-«आ मं पु 
_ पा से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिकता 


ण्जे (2) 
गि 





न॑-7.96 


८55० को पांच प्रतिश्षत-स्तर पर अस्वीकार कर देते हैं । प्रेक्षित मानुमो 


द्वारा हमे इस बात का आभास मिल सकता है कि समप्टि में सरल समाश्रयर 

का प्र तिहूपण कहाँ तक उपयुक्त है परतु यह आमास हमें प्रेक्षित मातों हे 
परास के लिए ही मिल सकता है। यह बहुत संभव है कि प्रेक्षित परास में दो 
सरल समाथ्रयण उपयुक्त हो, परतु परास के बाहर समाश्रयण का रूप इ$७ और 
ही हो। इस कारण प्रेक्षण के आधार पर प्रेक्षित परास के वाहर के किसी मान के लिए 
मानों के माध्य का अनुमान जरा सोच समझ कर ही लगाना चाहिए। 


$ १५.८ द्वि-घाती परवलूय का आसंजन 


यदि समाश्रयण बक्र का समीकरण एक घात फलन हो तो हम देख चुके हूँ कि 
प्रतिदर्श से हम समाश्षयण वक्र के प्राचछो का प्रावकलन किस प्रकार करते है । यही 
विधि बहुधाती परवलुय-वक्रीम समाथ्रयण होने पर भी अपनायी जाती है। द्वियबाती 
परवलय (4790० ० ६०८००१ १०४:८०) के प्राचलों के प्रावकलन की विधि 
उदाहरण स्वरूप नीचे दी हुई है। 

द्वि-घाती परवकूय का समीकरण निम्नलिखित होता है। 

अच्च्ब्न-कक व 

4, 8 और ८ इस वक के प्राचल है । यदि प्रतिदर्श में (>, ४) 
(2७ 2७); (2७ 2५) | * ०" (&५ 25) हो तो हम & 8 और ८ के ऐसे मान मार्दूस 
करना चाहते हूँ जिनके छिए 


.>० (3-9 
युग्म के मात 


(२ कल ञ (%-+ 4 शखि-+<्थ्ा ) 2 
मच 


न्यूनतम हो । 
# ञ्र नी हर्म- ४! ञ् खनन 5] 7. "कं 
त्ज््ड क्ण्डु 


क्ब्यु 


वफ़न्जासंजन रबर 
+आ ऊ ॥-+ 2३५ ४) “2२ » ४ 
क्न्य कस ग्च्चु 


240 हट चर न॑-2वट है] अप न॑-2/८ ञञ #- (5.79) 
बय्ज् ई हि थे 


ब्च्सा 
4 के जिस मान के लिए न्यूनतम होगा वह्‌ निम्नलिसित समीकरण को सतुष्ट 
करेगा। 
| १९ ७ 
(00 


अथवा 24॥ +- 2) न २७ ञ ब्य्न॑ 2८ ॥ का जू50 

बड़ बत्ा पड 

अथवा है] स्त्ख्द न 8 अधर्ना ८ 3 व्पीँ 020 
वस्क पच्ञ ब्बन्प 

इसी प्रकार 9 और ८ के लिए हमें निम्नलिसित समीकरण प्राप्त होगे 


5; 8 का । रस न? का न-८ | गयी (8) 
॥व््ु कच्चा हव्ण। 4 


ज श्र चत व > »%* +- 9 ञ्र नपो न ८ ञ अं *-[ :) 
भ्घ्य क््य ब्न्प ख्चि 


०, 9और ८ प्राचलो में (4), (8) और (८) तीन युगपद (अंग्राघेध्या०0४5) 
समीकरण हूँ । इनके हल से हमें , 8, और ८ के इच्छित मान ज्ञात हो जाते है । 

(4) भीर (8) में से & का निरसन ( थग्यंएथ४००) करने से हमें निम्न- 
लिखित समीकरण प्राप्त होता है। 


डि, » औ- ठ, #] स्नन रू ठ खी-- रू ] +८ (5, अ-क अल] ह 
अथवा ७., ++ 2 <...+-८ ५. मर 


जहाँ &,० कर उठ, (8-*) मर ) 


रडड सांहियकी के सिद्धान्त और उपयोग 


इसी प्रकार (4) और(८) में से ८ का तिरसन करने से हमें निम्नलिदिंत 
समीकरण प्राप्त होता है। 
3७0, क| 8 30.+८57 (8 
(70) को 5.2, तथा (7) को &,, से गुणा करके एक में से दुसरे घटाने 
पर हमें निम्नलिसित समीकरण मिलता है 
5५9 5-5०, 5. १२ 0(38.0९-%, “च्वगे 
उन सवा वकधिक [0 
(5,०७५, 3-५३ 
८ के इस मान को (70) में निविप्ठ करने पर 


9 - ०५ 2०७-:५७ ००७३ 
हि 3७ ५४४ 
£ और ८ के इन मानों को समीकरण (4) में रखकर हम ८ का मानता कर 
सकते है । 
4 न्‍+ 2-0 ल्ले 
यदि आपकी इच्छा हो तो जिस सारणी का उपयोग अभी तक हम करते आ रहे 
है उसके लिए 4, 8 और ८ का परिकलन ऊपर दी हुई विधि से कर सकते हूँ । 


"०6 ) 


अध्याय १६ 


प्रतिबंधी वंटन, सह-संबंधानुपात ओर भाध्य वर्ग आसंग 

(एणावांप्रंग्राण 0579प्रधंग, ए०्पटावपंण पिबत० बात 
कल्या उवुपघ्णश० एणरपाठुआरटए) 

प्रत्िययों प्रायिकता (८०॥३४ैघ०)र्म 9709/॥६9) से आप परिचित ही है। 
आप जानते है कि यदि 44 और # दो घटनाएं हो तो यह दिये होने पर कि 8 घटी है 4 
को प्रायिकता निम्नलिसित सूत्र से प्राप्त होती है 

-- 2(4॥7) 
2 (4|9) ++ कं 

$ १६.१ असतत चर 

अब मान छीजिए कि (2४) एक असतत द्वि-चर है तथा 2 और ४ क्रमशः 
कक खेशनन है तथा 20 /»%-- 25 मौन धारण करते हूँ । बिंदु (७ 2) पर जो 
प्रायिकता है उसे हम 23, से सूचित करेंगे। 

| 2, सन & एं 55 #/३॥ सत्क......ैै्र्ऱ़्ऊ «४० (76.7) 

यदि हम |॥ द्वारा ->थ होने की प्रायिकता को सूचित करें तो 


का आ[>-«] नह 95 #४.....््रय्य्यआ **** 
क्च्च 





« 2 (९-३ | अन्‍य) नर “> “फिक्यत कि का ...76.3) 

यदि हम #--& के दिये हीने पर ४ के प्रत्येक मान के लिए प्रतिदधी प्रायिकता 
मालूम करें तो ऋ--» के दिये होने पर ५ का प्रतिबंधी बंदन (८०/्वीप्रणार्ग 
प्रंडमं5पमं०ा) प्राप्त होता है। यह स्पष्ट है कि यह प्रतिवंधों वटच केवल उसी 
दश्षा में अर्थनयूणं हो सकता है जब ४ शून्य न हो । 


रष्द सांस्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 
प्रतिबंधी माध्य--प्रतिबंध (-->4 के दिये होने पर (>, ४) के किसी फटव 
$ (&, 9) का माध्य निम्नलिखित रूप से प्राप्त किया जा सकता है। 


2 ए5, ९) | २ण 52.8 ७2 है 


जर30०2 2 (6.4) 
ह] 
यदि ४ (5.५) -- ए तो 


श् 


# (९| 5-६) +- १ 8 (65) 
हा 
इस माध्य को ९ का प्रतिवधी माध्य कहते है और इसको ॥£ से सूचित करो 
हैं। यदि $ (5.9) ++ हि ॥8 हो तो हमें ४ का प्रतिवधी असरण प्राप्त 
होता है। 
2७-९9) ४% (60 





7(०| >-<>६) +< ञ 


इसी प्रकार प्रतिवध ४-३, से संवधित >€ का बटन, उसका माध्य और प्रसरण 
भी हम मालूम कर सकते है। 
$ १६.२ सतत चर दि 
यदि (>5, ४) का वंटन सतत हो और (६ >) उसका घनत्व कहन हो ते 


# द्मदत्+त] न्‍| । ॥ /(७३) #* 


यदि प्रतिबध (%<>:<:८--#) दिया हो तो ए<६3 की प्रतिबधी प्रायिकता 
निम्नलिसित होगी | 


प्रतिबंधी बंटन, सह-सेबंधानुपात और माध्य वर्ग आसंग २४७ 


? [ए< ३ | #<झ<टऋ-+-व कई हक अननब 


न्ना $ /(४2)कव) 


“(76 7) 





बी 7? 
| 7 /(६))०६० 


यदि «४ पर >£के वदन का घनत्व-फठन /६ (5) घनात्मक है तो 


॥ 7 (7८3 | +<><++॥ $ 68) % 
-» 0 पक 


4॥ (४9) ० 


न्‍ू.| /(७३)० 


बा 


प्रतिबव अऋ--#४ के लिए यह ४ दा प्रतिववी बटन-फ्लन (८णाताग्रणा् 


"(6 8) 


वंऋसं9प्रएंणय (ए८४००) कहलाता हे। इस फलन का 9 के प्रति अवकलस 


(कंलिला/408) करने पर हमें ४ का प्रतिवंधी घतत्व फलन 5 (]() प्राप्त 


होता है। 


0 ये: 22 .«०(69) 


प्रतिबंधी माध्य--2(--» दिये होने पर (>,४) के किसे फठन $ (>,४) 


का प्रतिवी माब्य निम्नलिखित होगा । 


स[#(5,२)|>-श्तु [$ (४.0) ४१) ४) 


॥ ९ (७१) (४१) ०) 


दा आघ352:2 7 कक दत्त 5०5 >[76.70) 


र४ड८ सांख्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


ए के प्रतिबधी माध्य को यदि हम ४9 (:४) से और प्रतिदंधी प्रसरण को ०४ (») 
से सूचित करें तो 


"एक न ह(शक-)े 5. //0०)% 


पक जज जन्‍्न0ा) 
4 ७-० 6३ * 
बस "6-2 





०३(७) २ (९२८७) ++ ह्र्छ 


इसी प्रकार >£ के प्रतिबधी वंटन, प्रतिबंधी माष्य #, (9) और प्रतिबंधी प्रत॒रण 
०६ (१) की व्याख्या की जा सकती है। 
$ १६.३ समाश्रयण (र८४:७अंगय) 

॥॥9(%) स्पष्टतः & का एक फलन है। & के विभिन्न मानों के लिए मह 
विभिन्न मान धारण कर सकता है। )-5-॥४४(%) एक वक्र का समीकरण 
(2६४) समतल में & के विभिन्न मानो के लिए [09 (»)] बिन्दुओं को 
मिलाता है। इस वक्र को > पर ७ का समाश्रयण कहते हैं। इसी प्रकार 2 
विभिन्न मानों के लिए [#:(2),)] बिच्दुओं को मिलाता हुआ वक्र क्त्ताप0) 
है जो ४ पर का समाश्रयण कहलाता है । यदि #५ (5४) » का एक-घात गले 
(धवा हए८घं००) होता है तो >( पर श के समाक्रयण को सरल समाश्रया 
कहते है। इसके प्राचलों का प्रावकलन प्रतिदर्श के आधार पर कंसे किया जाता है; 
यह हम पिछले अध्याय में लिख ही चुके हूँ । * 

समाथ्रयण बक्रो का एक महत्त्वपूर्ण गुण होता है। > के सब फलनों में से यदि 
हम उस फलन $ (») को चुनें जिसके लिए 5 [/-$ (»)] न्यूनतम हो तो यह 
सिद्ध किया जा सकता है कि $ (४) +5 झ (2४) क्योकि 


झए-#0क 5 _7_ 9-#वा'/ (०) ४4 


प्रतिबंधो यंटन, सह-संबंधानुपात और माध्य वर्ग आधंग २४९ 


आाष यह जानते ही हूँ कि फिसी मी बटन के छिए ($--4)? का प्रत्याशित मान 
4--४( 9) पर न्यूनतम होता है इसलिए ४ के प्रतिबधी वटन के लिए [#--४ (»)_* 
का प्रत्याशित मान ७-8 ४|४) होने पर न्यूनतम होगा । इस प्रकार पर ४ का 
समाश्रयण वक्र ऐसा होता है कि >६ के ज्ञान के आधार पर ४! का अनुमान छागाने के 
लिए यदि इस वक्र पर ज्ञात ८: के लिए ३ स्थानाक (८०००:१ए०४८) को छे तो चुदठि 
[/--४(9)] के बर्ग का प्रत्याशित मान जनन्‍्य किसी भी वक्क पर आधारित अनुमान की 
श्रुदि के वर्ग के प्रत्याश्षित मान से कम होगा । 
8 १६-४ सह-संवंधानुपात ( 00घले2घं०० 7200) 

यदि ४ के माघ्य को ॥५ और प्रसरण को ०३ से सूचित किया जाय तो 

०३ ++ 2& (ए-%/) 

व| स [(--#%/(>४)+॥५/2४)-- ४०५१ 

मे [(-#ऋ(0])+रझ [७,()- शो "76.24ी 

इस प्रकार हम देसते है कि ४ के प्रसरण को दो सघटकों (००0ए०7०४५७) 
के रूप में रसा जा सकता है। एक सघटक तो उसके प्रतिवयी माध्य ॥४(>) से ४ 


का माध्य वर्ग विचलन है और दूसरा ॥(%) का उसके माध्य ॥४ से माध्य वर्ग 
विचलन । 


॥ 


यदि हम डर) मगर को ५० द्वारा सूचित करे तो 
छ 


भरे ल्‍« ऊ् 8 (४0 रण 


प्र 
बस 7. 5 [/-#००)॥ *« (76.75) 
ग्डों 
अ ए-शथेे रू विद आर आते #200 >० 
“ 5 भा<्पइ........ररयरयर्<्<्<््रर अल्‍ (76.6) 


इस मान 2 को हम सह-संबंधानुपात कहते हैं ॥ यदि समाश्रयण एक-घाती 
है तो 


२५० सांस्यिकी के सिद्धात्त और उपयोग 


॥/(5) न्‍ू ८+#& और 
हे (-०-#पे 
2 


ण्ड 


प--शा न्‍+ 


बन पं 
इसलिए इस दक्षा में थम जन 9* 


यह स्पष्ट है कि 4२--7 केवल उसी अवस्था में हो सकता है जब कि 2 [/-/#8 
(४)|-० हो, अर्थात्‌ जब के ॥& (>) से भिन्न होने की प्रामिकता 28४ । 
२१ को इस कारण प्रायिकताओं की समाश्रयण बक्र के पास एकत्रित होते की 
प्रवृत्ति का एक माप समझा जा सकता है। 


जिस प्रकार सतत चर के लिए सहनसंबधानुपात की व्याख्या की गयी है उसी 
प्रकार असतत चर-युग्म के लिए भी की जा सकती है। ही 
इस दशा में 


थे ज+ गे | [#९-९७] 


7. | ४ 
स्ड शा झा? --क, ) क...ररर््जऱःडः४ 
ट 


क्या 


६ १६.५ माध्य वर्ग आसंग 


सह-सवधानुपात हमे # पर ४7 की निर्भरता का आभास देता है। के 
उद्देश्य से अनेक अन्य मापों का भी प्रस्ताव किया गया है जिनमें से एक माध्य 4 
आसंग (उ्रल्या उतृपथ४ ८णापंगुटा८०) है। इसका उपयोग केवल अ्र्त 
समप्टियों के लिए किया जाता है। 

यदि असतत चर युग्म का वटन निम्नलिखित है 

2 [म-2५ ए-#] #5 #॥ 3 #557,2,--०॥ ३ टिल्‍्ला,2/««॥ 
तो हम इन प्रायिकताओं को एक सारणी में रख सकते है. जिसमें # पवितयाँ और # 
स्तंभ हैं। 


प्रतिबंधो बंदन, सह-संबंधानुपात और माध्य वर्ग आसंग २५१ 


सारणी संख्या 6.] 


[5, ए!] का बंटन 


ई » $ | औ | सोग 
दि |) ७] 0 [७0 













































































3. 0) | कक | की | 2 2फ% | 27 
] (2 खीव | रथ | 45% कक | 29 
हज उप जग | | । | 
|) | 20 | /५ [७ 7४% | 

तप | || | | | 

2...) | का | ०७ कर किक | रीक- 
योग । | ». 7» | | कक #७ | 7 
03420 कई (6 | 72%: (हनी! 0:74 /विडश कल 0560:2 /#7886) 


क्योंकि हम इस सारणी में से इस श्रकार की पंक्तियों या स्तभों को छोड़ सकते 

, है जिनमें सब प्रायिकताएँ शून्य हो, इसलिए प्रत्येक पवित का योग [४ और स्तभ का 

योग 7, शून्य से अधिक होगा । इस दशा में बटन के माध्य-वर्ग आसग की--जिसको 
#* से सूचित किया जाता है--निम्नछिखित परिभाषा है 


कुंड न्‍ू 3 >> (#६-१ 7-2 
कच्चा. इैच्च 2 24 
कड- 
बज्क फ) पर प ड़ *«*[(76.38) 





म््च क्च्च |? 27६ 


भाग ४ 


पाकलन 
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$* धून्य केवल उस स्थिति में हो सकता है जब प्रत्येक युग्म (£/£) के लिए 
2 २ | #- परंतु हम जानते हैं कि इस दशा में दोनों चर स्वतत्र होते है। इसके 
भतिरित # <६ |- और ४७८४, होने के कारण 
ञ 


क्तच | ] शिजय .... - औ# (76.9) 


9: 7-० 
कय्य 07६ न्यि #7 #9. 
कह. 4 67% ० द् 
और » 2 < 3 $ 2६ >कः हनती०० 

ख््य #च्य 9५ का थे हा. हि 

न रीडर बदुनय 
जहाँ. 4 २ 27% (#; |) 

26%, (#॥) से हमारा तात्पयं # और #संख्याओं में से छोटी वाली उंस्या से है। 





इस प्रकार 0६ न <€ 7 और 2 का उपयोग दोनों घरों की 


पारस्परिक निर्भरता के एक मानकित मापनी (अध्याेर्टीट०0 5८०) पर दिये 
हुए माप के लिए किया जा सकता है। जा * 


अध्याय १७ 


प्रावकलन के आरंभिक सिद्धान्त 


(80प्रकतांब्रए 7 )सं)8९५ 0 880474॥0॥) 
$ १७.१ प्रावककलक और उसके कुछ इच्छित गुण 
समाथ्रयण के अध्यायों मे हम कुछ समप्टि प्राचलों का प्रावव छन कर चुके हैं । 
इसी प्रकार परिकल्पना परीक्षण में--विज्ञेप रूव से :*परीक्षण में--हम प्राचलो 
के प्रावकलन से कुछ परिचय प्राप्त कर चुके है । किसी भी प्राचल का प्रावकलन करने 
के लिए प्रेक्षणों के एक फछन की आवश्यकता होती है जिसे प्रावकलक (८४४77007) 
कहते हूँ । 
इस अध्याय में हम यह देखेंगे कि प्रावकलकों को प्राप्त करने की साधारण विधियाँ 
क्या हूँ और किस प्रकार के प्रावकलको को अच्छा समझा जाता है । 
किसी प्राचल का प्राककलक क्‍या होना चाहिए, यह पूर्णत. स्पप्ट नही है । यद्यपि 
समपष्टि के माध्य के लिए प्रतिदर्श-माध्य को प्रावकलक मानना स्पप्टतयां उचित जान 
पड़ता है, परतु समप्टि-प्रसरण का प्राककलक प्रतिदर्श-प्रसरण नही होता। उसमे हमें 
प्रतिदर्श के माध्य से प्राचक के विचलनों के वर्ग-योग को प्रतिदर्श परिमाण से एक कम 
संख्या द्वारा भाग देना होता है । ऐसा क्यो किया जाता है इसका कारण आप अवश्य 
जानना चाहेंगे । आप यह भी जानना चाहेगे कि किसी नवीन स्थिति में जिससे आप 
» अभी तक परिचित नही हूँ, प्राचक का प्रावकछन किस प्रकार किया जायगा । 
यदि हम समष्टि से एक यादृच्छिक प्रतिदर्ण ४3,०७/---० ४७ चुनें तो इन मानों 
के किसी भी फलन & (23,2७,-०-०--००,) को समष्टि के किसी प्राचल 0 का प्रावकलक 
माना जा सकता है। एक उत्तम प्रावकलक के लिए हम चाहेंगे कि 
| 8 ( &४२४--४ )-0 | जहाँ तक हो सके छोटा हो। परतु क्योकि 
कमेक--५+ मादृच्छिक चर हैँ इसलिए | € (0,2७४, )-0 | भी एक 
यादुच्छिक चर है---अचर नहीं । इस कारण इसके छोटे होने की परिभापा हमें 
इसके प्रत्याशित मान ( ८59८८४८० एश/ंए८ ) अवबा इसकी प्रायिकता के रूप में 
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करनी होगी । इस रूप में प्राककलतों के कुछ इच्छित गुणों की परिवापा हम 
नीचे दे रहे है । 

(7) अनभिनतता ( (॥6#40८७ ) मान छीजिए कि € (7४-०४ %) 
को हम #, से सूचित करते हैं । यदि 5[£,--0]5--०0 तो हम #, को एक बत- 
भिनत प्रायफलक ( घाा02520 ७पंग्रा00:) कहते है। किसी प्राइकलक के 
अनभिनत होने के गुण को अनभिनतता कहते हैं । 

यदि 5 [/,--0] शून्य के वरावर न हो तो प्रावकलक अभिनत कहलाता है और 
तब # [/,--0] को हम 7 (६. से सूचित करते हैं और इसे प्रावक्क की अरभिवर्ति 
(925) कहते है । 

उदाहरण के लिए एक प्रसामान्य वंदन 2४(४,०) में से चुने हुए # परिमाष 
के प्रतिदर्श का माध्य &, बंटन के माध्य का एक अनभिनत प्रायकलक है। केयोकि >, 


एक 2प (७ ज्र्त्रः चर है । मं (,)5-॥० परंतु प्रतिदर्श का असरण 


क्ष्न्न् हि (४-22) वंदन के प्रसरण ०* के लिए अनभिनत नहीं है वयोकिं 


- झ &)-म मे है [(ब-0-ह-शेत्क [3 /-7] 5 


47-- 7 
१8 





० 52 की अभिनति 7 ०3-०१ ++ -- -- ०« है । 
हर हा 


(2) दक्षता (०रि८27८ए)-यदि हम केवल अनभिनत प्राककलकों पर विचार कर 
तो इनमें से एक ऐसा हो सकता है जिसका 'प्रसरण अन्य सब प्रावकलकों के असरण 
से कम हो । इस प्रकार के प्राक्कलक को दक्ष-प्रावकलक (८॒ींटंट्य: 65777807 
अथवा न्यूनतम-प्रसरण-अनभिनत प्राक्कलक (उ्णांपयापाय एशपगं॥00० एव 
८४४774007) कहते है । यदि किसी प्राक्कलक £ का प्रसरण ०? हो और एक देक्ष 


ड़ 
प्राककलक का प्रसरण ०” हो तो #£ की दक्षता (८म्रिट्ंधय०9) को चक्र द्वारा 
०4 


नापा जाता है। इस दक्षता को ८(४ से सूचित करते हैँ ! 


शेन्क ५...) 


प्रावफलन के आरंभिक सिद्धाग्त २५७ 


यदि / जौर / दो अनभिनत प्राकवकलक हो तो # को // से अधिक दक्ष माना 
जायगा यदि ४ की दक्षता £/ की दक्षता से अधिक हो अबवा ॥7(0< 7 (6) 
मान छोजणिए ७॥,३५५,.०---०४, को इस प्रकार क्रम )4,)»-- - 2७% में रसा 
जाय कि 9, < )४ <..-<%, । यदि # एक विपम सख्या हो तो 9... 
ब्बाः 
इने अनक्षणों की माध्यिका होगी । वयोकि एक प्रसामान्य रए (॥,०) बटन में 
माध्य और माध्यिका दोनो ४ होते हूँ इसलिए यह सिद्ध किया जा सकता है कि 
इस प्रकार के बटन से चुने हुए यादृच्छिक प्रतिदर्श के छिए 


(५0० 


१4 ण्शे 
यानी-- ४ भी ४ का एक क्षनभिनत प्रावकलक है। परतु 77 ( कल पद्र ता 





४५३३), इसलिए 9 के प्रावकलन के लिए. (र्ट से &, अधिक दक्ष है। 

संगति (0079850८१८४) 

2 [| %॥--0 | <: €] प्रतिदर्श परिमाण # का एक फलन है। यहाँ € कोई 
भी निश्चित धनात्मक सख्या है। अधिकतर यह आश्या की जाती है कि यह 
प्रायिकता # के साथ साथ बढ़ती जायगी । यदि किसी प्रावकलक # के लिए # 
के ७ की ओर प्रवृत्त होने के साथ यह्‌ प्रायिकता । की ओर प्रवृत्त हो तो ४, को 
णुक संगत ((०7५5४८॥४). प्रावकछक कहेगे । इस प्रकार यदि #, एक संगत 
अवकलूक है तो : #[|॥,-० | < ५ ]चता न>-(7-2 


उदाहरण के लिए एक प्रसामान्य वटन 2४(७,०) से चुने हुए प्रतिदर्श का माध्य 
४५ संगत है 


शर-- कर का 6 ८5 
कि #< ०] र्भू ग/ क कि गशछ ॥| 


--0 [_5४%४ _६१आ 

[ ला <रच/० 7) चर < न ] 

“६. शू7,-एशै< «]-छ[-- ००<7४(०,7) चर <+ «_] 
कान्रले ०० 


१७ 


रपद सांऐ्पिफो के सिद्धान्त और उपयोग 


पर्याष्ति (आर्धिलंद्य८)) यदि (58, 2७-०६.) के संयुक्त वन 6 
#७०+-७,॥।०) को निम्नलिसित रूप में रसा जा सके 
ज (5838-०० ।0)--/१ (६0) 2॥ (२3, 2७/०००००३७) 
जहाँ ६ (2, ४७--०००-५२७ ) ऐसा फलन हो जो 0 से स्वतंत्र हो और 0 के लिए £ एव 
प्रावकलफ हो तो £ को एक पर्याप्त प्रावफलक (३पर्ती लाई ठपंगथण) कहते हैं 
किसी प्रावकलक कें पर्याप्त होने के गुण को पर्याप्ति कहते है । 
यह सिद्ध किया जा सकता है कि यदि ८, पर्याप्त हो और 0 का कोई अन्य प्रा 
लक £ हो जो ४ का फलन नही है तो & और ६४ के संयुतत वंठन को निम्नलिसित 
रूप में रखा जा सकता है 
५ (॥,६;0)-- ४५ (४;0) ५५ (7) .«[77:3) 
< जहाँ ४५ में'0 का कोई स्थान नहीं है। इस समीकरण से यह पता चलता है 
कि ४ के ज्ञात होने पर & का प्रायिकता घतत्व ५५ (४५8) है जो 0 से स्वतत्र है। 
अर्थात्‌ & के ज्ञात होने पर अन्य कोई भी प्रावकछक 0 पर कोई अतिखित प्रकाग 
नहीं डाछू सकता । प्रेक्षण 2४, 2७-----५०६ जो कुछ भी सूचना हमें आपल 
बारे में देते है, वह सब हमें प्रावकलक ४ से मिल जाती है। यही कारण इसको 
पर्याप्त कहने का है ।. 
यदि 25% -+०---०, एक 2४(७,7) में चुने हुए # प्रेक्षण है वो शर्त 
45७*«-«***) की संयुक्त वंटन निम्नलिखित है 


॥0 छ् हे ते झा 
पर॑तु स,क-थ जा न्‍्‌ (॥-प+र- 
बज रे (४-३)+क#-2* 
कद टीका 


3 
_. अटिय£ 
3 /00॥४ ८ हा ् धन गन 


4 कम अप 
६८20] प्र 


प्रावकलन के आरंभिक सिद्धान्त र्प९ 


इस प्रकार इस सयुकत वटन को दो गुणन खड़ों (८८०५) के गुणन के रूप 
में रखा जा सकता है जिसमें से पहिला गुणन खड तो + का घनत्व-फलन है और दूसरा 
गृणन खंड (४ से स्वतत्र है। इसलिए ;६ के लिए % एक पर्याप्त प्राककलक है। 
$ १७.२ दो अनभिनत प्राक्कलकों का संचयन 
यदि 8४ और & दोनो एक ही प्राचक 0 के अनभिनत प्रावकलक है और ॥ 
तथा # दो ऐसी सख्याएँ हें जिनका योग 7 है तो ॥/-+-.88 भी 0 का एक 
अनभिनत प्रावकलक है क्योकि 
झ(धरनड0) चत मतठ) कस (08)./।ैररररर ० (77.4) 
स्य्कः ( न 4,)0 
च्च्झ 9 
यदि ४ का प्रसरण ०१, /५ का प्रसरण ०ह तथा & और ४ का सहसंबंध 
गुणाक 9 हो तो 77 (॥8+॥8) न्‍८ # [॥ (४--0)+/(४--0) | 
ज्त१7१+-2/40००३४+ ३०१. (7.5) 
इस प्रकार के दो अनभिनत प्राककलको का हम इस प्रकार सचय करना चाहते 
हैँ कि 77 (॥४+-४) न्यूनतम हो । इसके लिए निम्नलिखित विधि काम में 
लायी जाती है। 
हम पहिले ही एक नवीन राशि (2 की परिभाषा निम्नलिखित समीकरण से 
करते हूँ 
(0चच72(+००-ग[+-२] (4) 
अब हम / और ॥ के वे मान मालूम करते है जो (3 को न्यूनतम कर देते हों । 
इसके लिए हमें निम्नलिखित समीकरण प्राप्त होते हँ-- 


१०० _ 
(7) भः 50 
अथवा ०ई+2गपणए क्ले....| नन्‍न्‍" (8) 
तथा. (2) नव डे 
2 
अथवा 2 [,०३१-- 2 7०५० कस मे नल) 


इन दोनों समीकरणों का हल ही हमारे प्रइन का भी हल है । इनके अनुसार 
गे वगरनी ४०३०) रत ०३ (०३-००) 
अथवा; (7३--००५४२) तन * (7ईं--णय००९) 
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परतु ॥+ के क्‍त 7 





हद. वाया 444 विफल हक /॥ 
गा--यरग्रग्कपों 
और. ८ -- शक जप) 


गुज-य्गगवनीपा 
इसी प्रकार यदि हमें एक ही प्राचक के अनेक प्रायकलक ज्ञात हों तो हम उनकी 
* ». ग॒प्रकार 


$ १७.३ प्राक्कलक प्राप्त करने की कुछ विधियाँ 

ऊपर दी हुई परिभाषाओं से आपको यह प्रतीत हुआ होगा कि किसी भी आप 
के लिए पर्याप्त प्रावकछक की खोज करनी चाहिए क्योंकि उसके द्वारा प्राचठ के बारे 
में महत्तम सूचना हमें प्राप्त हो सकती है। परंतु यह हमेशा संभव नहीं है। कई 
बटनों के छिए और कई प्राचलों के लिए कोई भी प्रावकलक पर्याप्त नही है। इस कार्रा 
हमें दूसरी विधियाँ अपनानी पड़ती हैं। इनमें से कुछ जो विश्ेप महत्त्वपूर्ण है नीचे री 
हुई है । 
$ १७-३१ महत्तम संभाविता विधि (छब्झशकषात ॥शॉ॥7व (2/०7 

मान लीजिए कि समष्टि असतत है और उसमें से एक यादृच्छिक अतिक 
(23029 “५5) के चयन किया जाता है। 0 इस समष्टि का एक प्रा 
है। इस विश्ञेप प्रतिदद्शं के छिए संभाविता फलत 7, को निम्नलिखित समीकरण दा 
परिभाषित किया जाता है; 

व, (8.०७,--- ५०७०) ++ 9: (0 #५ (0..-.[४० #%े-० [7 
जहाँ 9४0) «थ के एक ऐसी समष्टि से चुने जाने की प्रायिकता है. जिसका 
प्राचक 0 हो । 

यदि वटन सतत हो तो ऊपर लिखे ढग से संभाविता फलन की परिभाषा देना 
व्यर्थ है क्योकि इस स्थिति में प्रत्येक ८4 के लिए 9/(0-:0 । इसलिए सतत 
बंटनों के लिए प्रतिदर्श के समाविता फलन को निम्मलिखित रूप में रख सकते हैं । 

7, (कक-जभी) नह (७०) / (क0). ० शनि 
जहाँ _ (६9) 9 प्राचल् वाली समष्टि का ६ पर प्रायिकता पतत्वफट्व है। 
उस 0 का पता चलाने को, जिसके लिए प्रतिदर्श का संभाविता फलन मह॒त्तम ही भी ० 


प्रायफलन के आरंभिक सिद्धान्त २६१ 


मह्त्तम संभाविता विधि कहते हैँ । इस मान 0 का 0 के प्रावकछफ की तरह उपयोग 
किया जाता है। 
क्योकि [, घनात्मक है इसलिए 08 7,का भी परिकलन किया जा सकता है । 
यह ॥, का एक ऐसा फलन है जो [, के साथ बढ़ता है । इसलिए 0 के जिस मान के 
लिए १, महत्तम है उसके लिए )08 7, भी महत्तम है । ]08 7. का महत्तम मान 
मालूम करने के लिए हमें निम्नलिसित समीकरण हल करना पडेया । 
कल जज 5 (7) 


इस समीकरण के हल को हम 0 का महत्तम संभाविता प्रावकलक (77970? 
पष्शा000 ८४पंगव0) कहते है । इस प्रकार के प्रावकलन के कुछ गुण 
है जिनके कारण इसका विशेष महत्त्व हे । 

(१) यदि 0 का कोई दक्ष प्रावकूछ॒क 6 है तो सभाविता समीकरण का 
कैबछ एक हल होगा और वह होगा 6। इस प्रकार यदि कोई दक्ष प्रावकलक विद्यमान 
है तो इस विधि से उसका पता चल जाता है । 


(२) यदि 0 का कोई पर्याप्त प्रावकलक 6 है तो सभाविता समीकरण का 


हल 6 का फलन होगा ॥ 

(३) कुछ प्रतिबंध ऐसे होते है, जो प्राय. सभी समण्टियो द्वारा सतुप्ट हो जाते 
है। इनके अन्तर्गत सभाविता समीकरण का हल सगत होता है । 

(४) यह तो स्पष्ट ही है कि सभाविता समीकरण प्रेक्षित प्रतिदर्श पर आधा- 
रित है । इसलिए इसका हल एक यादृच्छिक चर है। बड़े प्रतिदर्शों के छिए इसके 
हल का वटन प्राय: प्रसामान्य होता है ॥ 

(५) बड़े प्रतिदर्शों के लिए यह हल प्रायः दक्ष होता है । यदि 6, एक महृत्तम 
सभाविता प्रवकछक है और 6, एक अन्य प्रावकलूक है तो हम एक ऐसी सख्या 
गए मालूम कर सकते है कि यदि #>7ए तो 77(0,) € 7(07) 

३ आइए, अब हम कुछ प्राचछो के प्रावकलन के लिए इस विधि का प्रयोग करके 
रखे । 


रष्र सांश्पिफो के सिद्धाग्त ओर उपयोग 


(7) समष्दि में केवछ दो मान हैँ ० और 7 जिनकी प्रायिकता काश 
7-9 और # हैं । हम #परिमाण का एक प्रतिदर्ञ छेते हैं जिसमें / मात 7 बोः 
बाकी (#--7) पधून्य है । इस प्रतिदर्श के आधार पर 9 का प्रावकलन करवा है 

0. # ए-शीए 





08 7. 5 708 # न॑- (४-7?) ०४ (--/) 
भेग्डप है | हार 
०ः प्र श््् 
इसलिए सभाविता समीकरण मिम्मलिखित है 
अपार मट कर 
2... ३ 


अथवा # (7--/)- (४-7) £# २० 
अथवा # नै -फ्र 


(7) समराष्टि प्वासों है जिसका प्राचल » है । हम प्रतिदर्श अफमिक टी 
द्वारा » का प्राककलन करना चाहते है । 


६ वीक :टीओ | न 2 धो (8 
यो गया न्फा 
छा 
शक बे हि 
मय 22 


क्‍68 7 रत -- ह#ने + (>ेथ ) ]08 3 -- [० ली । 
क््च 


संभाविता समीकरण निम्नलिखित होगा 


[| 
9 रैक मु ] 





& २0 
निन्ड ने: 


ये 





अय्ध 
अथवा बन # न डर च 0 
ग्रे 


प्रा३कसन के आरंभिर सिद्धान्त २६३ 


५ 
ञ 
बब्ण्हु >> 
04 


्र 
॥ 
॥ 
श्र 


(व) या समब्दि +ए (9.०) हो तो 


.) ७ /श- ४ 
5. (घह७, | >अ७ कणे -+. 7 तप ( ० ) 
।633। *,०" 
॥08 [, -> -- ही ]08 (+०) +- ४ 09 ० -- ५ हर (धर 
हा ३०' 


प्ले के लिए समाविता समीकरण निम्नलिखित हे 


२ हिना कर 
89. (5, एन ० 
० 
अथवा ४ (४-४) 
<+-.. रब] 
ए' 


अथवा ध््च्स्प 
७ के लिए सभाविता समीकरण निम्नलिखित है 


१०8 न्‍ल्० 
8० “॥५(ग्न्गे 
का कुल रू ४ 
अवबबा -- एझ कु ७ धन ६) चत० 
०4 छठ कैब्नई 
अबबा ४-० -- » ६ )१ 
हे १4 ४5 शनि 
परतु ५ ते &% 
हा हक एज +0 
ब छा. नच्न-- (्‌ शो 
का. 2३ 


इस अतिम उदाहरण में हम देखते है कि यदि समप्टि में दो या अधिक अज्ञात 
प्राचक हो तो उन्हें युगपत्‌ (अं7एध्था८0७५) सभाविता समीकरणों की सहायता 
से प्रावकलित किया जा सकता है । 


रद सांए्पिफी फे सिद्धान्त और उपयोग 


यदि ४ ज्ञात होता और केवछ ०१ का प्रावकलन करना होता तो महत्तम पंत 
बिता प्रवकलक मिम्नछिसित होता 
३3 __ 7: | | 
क्शैँ क्‍त-- » (पनाओ 
का. क्यू 
संभाविता | नहीं | 
यह देखा जा सकता है कि महत्तम संभाविता प्रावकलक हमेशा अनभिनत नहीं होता 
उदाहरण के छिए 


हेचतर्िडई छा 


है, हहल-ह 


२|०४ २|० 


कै (नपककीनाए+प 
न 0 ( प्न्द चुलगी 


$ १७.३-२ घूर्ण-विधि (#६/2व॑ रा #0४०१४७) 


किसी समष्टि के घूर्ण उसके प्राचलछो के फलन होते ह्‌ | यदि किसी 
के £ प्राचछ 0,, 0,, ... ..:0, है तो हम निम्नलिखित समीकरणों द्वारा इन प्राचलो 
के प्रावकलनों को प्राप्त करते है ड़ हि 
#॥ न्‍+ (४॥ न अं 
जहाँ #; प्रतिदर्श का ३--वाँ और (४ समण्टि का --वाँ शून्यांतरिक घूर्ण (ख़त 
गर0ग्राथ्या ॥ (देखिए अध्याय २) संतुष्ट 
यह्‌ कया का सकता है कि जिन प्रतिबंधों को प्रायः सभी 302 िक 
कर देती हैँ उनके अंतर्गत इस प्रकार के प्राक्कलकों का वटन बड़े प्रतिदर्श परि 8 
के लिए प्रायः प्रसामान्य होता है। यह प्राक्कलक संगत भी होते है, परतु हमेशा जनः 
भिनत नहीं होते । बड़े प्रतिदर्शो के लिए यह प्रायः दक्ष भी नही होते ! 
प्वासों और प्रसामान्य वटनो के लिए तो यह विधि बहुत ही सरल है 28 
« प्राचल स्वयं समष्टि के घूर्ण होते हैं। आइए, अब हम एक ऐसी समष्टि और एँ' 
प्राचछ का उदाहरण छें जिसके लिए प्राचछ समष्टि का कोई घूर्ण नही हीता द्दो। 
मान लीजिए यह समप्टि निम्नलिखित है ॥ 


समष्टि 


प्राररुसत के आरंनिर पिद्धान्त २६५ 


« 6 
रो ट्रॉग डी ] स>0 


“ (& है) कई गा] ठ्द्‌छचरण 
जिममें | एड शांत पचर है। 
प्ज्ऊ 7 
के है क 
5) हे ऐप 

3 नह  7(8+7) 

(१) झ्लौकर 
__ 
० जा 


& # के प्रायफ़लक ४१ के लिए निम्नछिसित समीकरण है 


कवि 


अथवा ९ तक 


४॥+ +|> 


इसी प्रकार पूर्ण विधि से प्राचछो का प्रावकलन बहुपा अत्यंत सरल हो 
जाता है। 


$ १७.४ विश्वास्य अंतराल (९०प्रबिलाव्ट विलिश्मी 


जो फलन प्रतिदर्श के छिए एक अद्वितीय मान ग्रहण करता हो उसके द्वारा 0 का 
प्रावकलन करने के स्थान में हम एक ऐसे अतराछ का भी प्रावकलन कर सफते हैँ जिसमें 
0 के होने की प्राथिकता एक पूव-निश्चित सख्या हो । पहिछे तरीके को बिदु-प्रापफलन 
(7०॥६ 0३$४॥2५०१) और दूसरे तरीके को अंतराल प्रायकलन (ँ/टएगे 
6पा72४०॥) कहते हैं । 

मान लीजिए, प्रतिदर्श ७,, ४७ “हक ऐसी समप्टि से चुना गया है 
जिसको केवल एक प्राचरक 0 द्वारा निर्धारित किया जा सकता है । यदि /एक ऐसा 
प्रतिदर्शन है जो ४६, ४७ ------४७ तवा 0 का फलन है परतु जिसका बटन 0 से 
स्वततन्न है तो हम एक मान 8 ऐसा मालूम कर सकते हूँ कि / के इससे छोटे होने 
की प्रायिकता एक पूर्व-निश्चित सख्या « हो जहाँ ०<०< | 

बर्मातूु 2[४& #] नर ८ न «-*[7.9) 





२६६ सांढ्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


यह सभव है कि असमता /< ६ को हम एक दूसरे रूप 0 €६ #अबवा 097 


रख सके । उदाहरण के लिए यदि समष्टि 77 (७,7) हो वो /-+(> 7 पक दा 
प्रतिदर्शज है जो 5, 5५, ... ..-०६ और ४ का फलन है परतु (#-:/) की कई 





रे (० फ ) है जो ७ से स्वतत्र है ॥ 
मर /[*< 7.96 5०७75 
शैह-#< फ्तिश5 ; 
अथवा 4] जफ़ -फ१००७ 


(देखिए सारणी सख्या 8.2) 


साथारणतया हम ऐसे दो मान /*ं और / मालूम करना चाहते है कि 
हब०*०* [7 7्णे 


रह 05:55 ह | 
३. । (५५ 
अतराल (8 55 ) को हम 9 का बिश्वास्य-अंतराल (707०6 7 
है। 


शर्) कहते हैं । जिसका विश्वास-गुणांस (०णारिठेशा८० <०रलीलिंका0 * 
ऊपर के उदाहरण में ॥ 
%#-7.96 2.५ 
[ <# आकर 


बन्व्--२) [ः र >म+ 2206. जुआ 4 हि. 3 माई ] 


सथा- शुक्र -0 7 >79०- श(ज-0) ४२६८१ 
जतप--0.025-50.025 
स्त०.95 ग 
माल छोजिए, किसी प्रतिदर्श के लिए उर>०20, धन्य तय देंगे हैं 
सर है झि 
29.०३ < ४ ६६ 70.98]-+0.95 


प्रावकलन के आरंधसिफ सिद्धान्त २६७ 


इस तरह का वक्तव्य देना अर्थहीन होगा क्योकि प्रायिकता ववतब्य किसी 

यादृच्छिक चर अथवा मादुच्छिक घटना के सवध में ही दिये जा सकते हैं और ऊपर के 

वव्तव्य में इस प्रकार की किसी यादुच्छिक घटना की कल्पना नही की गयी है । 
3.96 


शुज- तु <श<दअ+ टन 70.95 एक अर्थपूर्ण वक्तव्य है 


क्योकि (हि 226. “8 3720० 


) एक यादृच्छिक अतराल है जिसमें: के 


पाये जाने की प्रायिकता का कुछ अर्थ है । यदि हम बार-बार इस समष्टि में से # 
परिमाण के प्रतिदर्श लें और इस अतराल का प्रावकलन ऊपर दिये हुए सूत्र द्वारा करें 
तो हम आशा कर सकते है कि 95 प्रतिशत अतराल ऐसे होगे जिनमें (४ पाया जायगा । 
और केवल 5 प्रतिशत अतराल ही ऐसे होगे कि ६ उनके बाहर हो । 
क्योकि हमारा प्रतिदर्श इस समप्टि में से चुना गया है और वयोकि अतराल का 
प्रवकलन इस विशेष विधि से किया गया है, इसलिए हमें विश्वास है कि ;+ इस 
अतराल में ही होगा । यदि अतराल इस प्रकार के अतरालो मे से चुना जाता जिनमें 
से 90 प्रतिशत में ही ४ पाया जाता तो भी हमें यह्‌ विश्वास होता कि0 उसी के 
अंतर्गत है । परतु इस विश्वास की मात्रा अपेक्षाकृत कम होती । किसी अपनायी 
हुईं बिधि से भ्रावकलित अतरालो में 0 के पाये जाने की प्रायिकता को हम इस 
विश्वास की साकार का साप मान सकते है । इसी कारण इसको विश्वास-गु्णांक 
कहा जाता है । 


भाग ५ 
प्रयोग अभिकल्पना 


ए€्ञ्ंं870 0० छऊफएुण्पंगरा०7ा+ 


२७२ सांह्यिफी के सिद्धान्त और उपयोग 


सांझ्यिकी ने अपने लिए बहुत महत्त्वपूर्ण स्थान वना छिया है। इन विज्ञानों में ह्यिम 
अधिकतर ययार्घ न होकर सांस्यिकीय दवोते हूँ । परंतु यहाँ हमें इन विज्ञान के दियर्मी 
अथवा सिद्धांतों में कोई दिछचस्पी नही है । हम तो यह देखना चाहते हैँ कि सर 
संपरीक्षण अथवा प्रयोग-विधि ( ०कुल्मंगरदाध्पंणा ) को साहियकी ने वहाँ 
तक प्रभावित किया है । साधारणतया सांह्यिक स्वयं कोई वैज्ञानिक प्रयोग नही 
करते; परन्तु फिर भी पिछले कुछ वर्षों में सांह्यिकों द्वारा संपरीक्षण विधि पर 
कई छेख व पुस्तकें छिसी जा चुकी हैं । यह माना जाने छगा है कि बदानिकी 
को, जो प्रयोग करके उनके फलों का समुचित उपयोग करना चाहते हैं, श 
सांख्यिकीय साहित्य से किसी हृद तक परिचित होना आवश्यक है । यदि वे इससे 
* परिचित नही है या उन्हें किसी विश्येप परिस्थिति का सामना करना है वी उहे 
'सींह्यिकों से सछाह लेनी चाहिए ! अनुसंघानकर्त्ता प्रयोग-विधि निश्चित करते 
में और प्रयोग के फलों की व्याख्या करने में सास्यिकी और साह्यिकों का पहाएं 
इतना अधिक लेने छगे हैं कि कुछ वैज्ञानिकों की राय में अब यह सहारा उचित पीमा 
का उल्लंघन कर चुका है और वे उसके ऊपर रोक लगाना चाहते है। यद्यपि हे 
इन कतिपय वैज्ञानिकों से सहमत है कि कदाचित्‌ सांह्यिकी का आवश्यकतासे अधिक 
और अनुचित प्रयोग होने छगगा है, परंतु प्रयोग अभिकल्पना (ठंल्‍्अं8० ण ०7८३ 
स्यथ0) में सांख्यिकी ने जो स्थान वना छिया है उससे अब उसे हटा देता 
असंभव है। 
$ १८-३ परिकल्पना की जाँच और प्राचलों के प्रावकलन में प्रयोग 
अभिकल्पना का महत्त्व 
यह हम पहले ही कह चुके है कि भौतिक और रसायन के प्रयोगों के फलों के 
विपरीत अन्य विज्ञानों में प्रयोग को बार-बार दुहराने पर उसके फ़छ भिन्न भिर्ने 
होते है । यह हो सकता है कि यदि उन सभी उपादानो को स्थिर रखा जाय जो प्रयोग 
पर भभाव डालते है तो इन फलो में भी अंतर न आये । लेकिन अभी तक न तो वैज्ा- 
निकों को इन सब उपादानों का ज्ञान है और न ही वे ज्ञात उपादानो को नियवित करने 
की कठिनाइयो पर विजय प्राप्त कर पाये है । यही नही, बल्कि इनका विश्वास है कि 
सब छोटे-छोटे उपादानो के प्रभाव का ज्ञान बहुत महत्त्वपूर्ण नही होता । अधिक महत्व- 
परर्ण तो यह जानना है कि इन उपादानों का सचित प्रभाव क्या है । कुछ भी हो, मह सच 
है कि इन प्रयोगो की प्रकृति यादृच्छिक प्रयोगो की सी ही होती है जिनका वर्णन पढिे 
ही कई वार किया जा चुका है। 


संपरीक्षण में सांख्यिको का स्थान रछ३ 


हम पिछले कुछ अध्यायों में यह देस ही चुके है कि प्रयोग के फलो की व्याख्या 
किसी हद तक परिकल्पना की जाँच द्वारा किस प्रकार की जा सकती है। इसी प्रकार 
हम यह भी देख चुके हैं कि प्रतिदर्श से समष्टि के प्राचलो (छगथ्माा८८३) 
का प्रावकलन (८४४॥7०४०॥) किस प्रकार किया जाता है। किन्तु अभी तक हमने 
इस समस्या पर भली भांति विचार नही किया है कि प्रयोग किस प्रकार किये 
जायें अथवा प्रतिदर्श किस प्रचार चुने जायें कि उनको वास्तव में यादृच्छिक की संज्ञा 
दी जा सके ओर उनके फलों को यादृच्छिक चर समझा जाना युक्‍्तियुक्त हो। इन 
यादृच्छिक घरों के प्रायिकता-वंटन का ज्ञात होना ही प्रयोग की व्याख्या को सभव 
बनाता है। यदि ऐसा हम नही कर पाये तो कुछ थोडे से प्रयोगो के फलों से अथवा 
एक प्रतिदर्श से प्राचछो का अनुमान छगाना बहुत कठिन हो जायगा । 


$ १८-४ उदाहरण 


मान लीजिए, एक रोग के लिए दो औपधों की तुलना हम करना चाहते है । यदि 
इन औपधों का सौ-सौ रोगियों पर प्रयोग किया जाय तो हम जानते हैं कि परिकल्पना 
क्या होनी चाहिए और उसकी जाँच कैसे करनी होगी। परन्तु इस जाँच के लिए. 
द्विपद-बटन अथवा प्रसामान्य-वंटन का उपयोग हम उसी दक्शा में कर सकते है जब 
इन रोगियों को संपूर्ण रोगी-जगत्‌ का प्रतिनिधि मान छेना किसी हद तक युक्तिसनद 
हू) । यदि इन रोगियों का चुनाव यादृच्छिक हो तब तो इन बंदनों का उपयोग संगत 
है ही--कुछ अन्य परिस्थितियों में भी इसे ठ.क सम्झा जा रुकता है। 
पर॑तु अनेक प्रयोग इस प्रकार किये जाते हैं कि उनसे कोई छाभदायक अनुमान 
लगाना मुश्किल है। उदाहरण के लिए यदि सभी रोगियों पर एक ही ओऔपध का 
प्रयोग किया जाय तो उसके उपयोग को नही मालूम किया जा सकता। अथवा यदि 
सभी रोगी जिन्हें एक विशेष औपघ दी जाय, एक विद्येप अस्पताल के हो तथा अन्य 
रोगी जिन्हें दूसरी औपध दी जाय दूसरे अस्पताल के हों तो यह प्रयोग गलत होगा । 
रोगी के नीरोग होने का कारण केवछ औपध नही होती । उसका भोजन, आराम 
और सफाई आदि का प्रवध भी उसके नीरोग होने की प्रायिकता को प्रभावित करते 
है। इस दशा मे यदि किसी अस्पताल के रोगियों में से एक बहुत बड़ा अनुपात नीरोग 
हो जाता है जब कि दूसरे मे केवल थोड़े से रोगी स्वास्थ्य लाभ कर पाते है तो यह कैसे 
कहा जा सकता है कि यह अतर औपधो के प्रभाव के कारण है अथवा दोनों अस्पतालो 
में रोगियों की देखभाछ के भेद के कारण । इस प्रकार किसी प्रयोग का फल यदि कई 
श्ट 


७४ सांश्ियिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


उपादानों पर मिर्भर हो और हम उनमें से केवल एक का प्रभाव जानता चाहते हो वो 
अन्य उपादानो के प्रभाव से छुटकारा पाना आवश्यक हो जाता है। ही 

ऊपर के उदाहरण में दोनों औपधों का प्रभाव जानने के लिए यदि 2 
अस्पतालों से पचास-पचास रोगियों के प्रतिदर्श लिये जायें दो अस्पताल के प्रगीे 
से छुटकारा पाया जा सकता है। परंतु रोगी के नीरोग होने की प्रायिकता उठी 
उम्र और साधारण स्वास्थ्य पर भी तो निर्भर करती है । यदि भूल से हमारे प्रतिदर्श 
मे एक औपध के लिए अधिकतर रोगी वृद्ध और निर्वेछ हों ओर जिन रोगियों को 
दूसरी औपध दी जाय उनमें अधिकतर जवान तथा हृष्टपुष्ट हो तो भी औपध के 
यारे में अनुमान लगाना कठित है। हो सकता है कि इन उपादानों के अ्रभार् को 
हटाने के छिए आप प्रतिद्श का चुनाव.इस प्रकार करें कि उम्र का वितरण दोगो 
प्रतिदर्शों में समान हो । छेकिन किसी रोगी के नीरोग होने अथवा मृह्युलठाम के 
में इतने अधिक उपादानों का प्रभाव पड़ता है कि उन सबके प्रभावों को विल्ड ब 
देना असभव है। कुछ तो यह इस कारण है कि सव उपादान ज्ञात नही हैं और है 
इस कारण कि ज्ञात उपादानों की सख्या भी इतनी अधिक है कि उ्ेकी मे 
करने के लिए भी बहुत बड़े प्रतिदर्श की आवश्यकता होगी। इतने बड़े प्रतिदश पर 
अयोग करने के लिए खर्चा भी बहुत अधिक होगा और यह समव है कि उतनी डक 
उपलब्ध ही न हो । और यदि हो भी तो शायद इतने अधिक रोगियों को प्रयोग 
लिए दूँढना मुश्किल हो । यदि रोगी भी मिल जायें तो भी इतने बड़े प्रयोग क़ो 
भाँति नियत्रित करने में अनेक कठिनाइयाँ है । यह देखना कि रोगियो को टी 00 
पर औपध दी जा रही है अथवा नही, उनके भोजन और आराम आदिं की ब्यव््ा 
ठीक है अथवा नही, उनका प्रेक्षण करने के लिए प्रशिक्षित प्रेक्षकों ( कफकप्णणे 
को पर्याप्त सख्या में प्राप्त करना आदि अनेक कठिनाइयाँ है । 


$ १८-५ यादृच्छिकीकरण (7रक्काबंगकांड्बधांगा) 
22582 है 


यदि प्रयोग छोटे पैमाने पर हो तो उसका नियत्रण कठोरता से हो सर्कता गो 
यदि छोटे पैमाने के इस प्रयोग से भी समष्टि के बारे में अनुमान छूगाना समेत हो ५ 
हम व्यर्थ में प्रयोग को बढ़ाकर अधिक खर्च के साथ-साथ अन्य कठिन समस्याओं 
क्‍यों निमन्त्रित करें ? यह स्पष्ट है कि इस छोटे-से प्रयोग द्वारा हम सब उपादानो है 
प्रभाव को पूरी तौर से हटा नही सकते; परन्तु इनके कारण श्रयोग में जो अभि 
(845) आ सकती है उससे बचने के लिए एक तरकीव है । 


संपरोक्षण में सास्यिकी का स्थान २७५ 


इस तरकीव का नाम है “यादृच्छिकोकरण”” (क4840/॥24/07) जिसका 
आविष्कार प्रोफेसर रोनाल्‍ड ए० फिशर ने किया था । इसके अनुसार कौन-सी औपध 
किन रोगियों को दी जायगी, यह एक यादृच्छिक प्रयोग द्वारा निश्चित किया जाता है 
उदाहरण के लिए हर एक रोगी के लिए एक मिक्‍का उछालकर निश्चित किया जा 
सकता है कि उसे पहली औपध दी जाय या दूसरी । इसका फल यह होता है कि 
दोनों औपधो को अधिक बुद्ध अयवा अधिक हृष्ट-पुप्ट रोगियों का इलाज करने का 
बराबर मौका मिलता है। यह हो सकता है कि किसी विशेष यादृच्छिक प्रयोग के 
फलस्वरूप एक ओऔपध के लिए परिस्थिति जनुकूल हो और दूसरी के लिए प्रतिकूल 
हो, क्योकि रोगियों के दोनों समूह बिलकुल एक समान तो हो सकते नही । छेकिन 
यह अतर जितना होता है उसका विचार पहिले ही परिकल्पना की जाँच और विश्वास्य 
सीमाओं के परिकलन में कर लिया जाता है । प्रयोग की अभिकल्पना में ऐसी बहुत 
कम विश्ेपताएँ है जो वास्तव में आधुनिक है । इन कुछ विश्येपताओ में यादृच्छिकी- 
करण एक है । यादृच्छिकीकरण का किस स्थान पर किस प्रकार उपयोग किया जाय 
यह बहुत कुछ प्रयोग करनेवाले की विवेक-बुद्धि पर निर्भर करता है । ऊपर के 
उदाहरण में यह काफी है कि कुल रोगियों में से आधे का यादृच्छिक चुनाव किया जाय 
जिनको पहली औषध देनी है और बाकी रोगियो को दूसरी दवा दे दी जाय । इस 
विधि में हर एक रोगी के लिए इन दो दवाओं द्वारा इलाज करवाये जाने की प्रायथिकताओं 
को बराबर होना चाहिए । कई अन्य प्रयोगों में--उदाहरण के लिए मनोवैज्ञानिक 
प्रयोगों में--कई ऐसी क्रियाएँ होती हैँ जो अभिनति का कारण हो सकती हूँ । बहुधा 
जिन व्यक्तियों पर ये प्रयोग किये जाते है उनमें ही अन्तर पड जाता है । वे प्रयोग 
के दौरान में कुछ अधिक सीख जाते हैं अथवा थकान के कारण उनकी कार्य-दक्षता 
में अन्तर आ जाता है । ऐसी व्यवस्थित अभिनति से बचने के लिए यादृच्छिकीकरण: 
का उपयोग किया जाता है। अन्य कठिन अवस्थाओ में यादृच्छिकीकरण का एक ही 
प्रयोग में बार-बार उपयोग करना पड़ सकता है ॥ 
कई वार हमें विश्वास होता है कि बिना यादुच्छिकीकरण के कोई विशेष अभिनति 
नहीं होनी चाहिए । इस पर भी यह उचित है कि इस साख्यिकीय क्रिया के करने 
का कष्ट उठाया जाय । इसके द्वारा प्रयोगकर्ता अनपेक्षित घटनाओं से प्रयोग के 
बेकार हो जाने की सभावना को दूर कर सकता है । किसी विजश्येप प्रयोग में इतनी 
अधिक क्रियाएँ हो सकती हैँ कि उन सबके लिए यादृच्छिकीकरण में बहुत समय और 
धन व्यय होने को आशंका है और कदाचित्‌ उससे इतना लाभ न हो । इस परिस्थिक्ति 


७६ सांस्यिको के सिठान्त और उपयोग 


में प्रयोगकर्ता को निश्चय करना पड़ता है कि कौन-सी कियाएँ अभिनति के दृष्टिकोग 
से अधिक महत्वपूर्ण हैं और यादुच्छिकीकरण को केवेल इन क्रियाओं वर्क ही 
रखना पड़ता है । 


$ १८.६ नियंत्रित यादृषच्छिकीकरण 


यद्यपि इस यादुच्छिकोकरण से अभिनति का परिहार हम कर सकते है, फिर भरी 
किसी औपध को विशेष सुविधा(36४०॥५८४8०)मिलने की सभावना को पूर्णतया हि 
थर छोड़ना बुद्धिमानी नहीं है । कम से कम कुछ उपादानों के प्रभाव को दो 
ओऔपभों के छिए वराबरथवराबर वॉटने को चेष्टा हमें अवश्य करनी चाहिए । 
जैसा कि हम पहिले विचार कर चुके है, दोनों अस्पतालों में बरावस-वरवर पल 
के रोगियों को उन दोनों प्रकार की औपधों का दिया जाना अधिक उचित जाने पड़ा 
है । यदि हो सके तो रोगियों के उन दोनों वर्गों में--जो इत दी दवाओं का कि 
करने के लिए चुने गये हों--उम्र का वंटन और स्वास्थ्य की स्थिति एक समान * 
देनी चाहिए । यद्यपि केवर इन्हीं दो उपादानों के अमाव से बचाना ही काफी 
है तथापि शायद कुल उपादानो के सम्पूर्ण प्रभाव का एक बहुत बड़ा भाग 
है । हम पूर्ण विश्वास के साथ इनको नियंत्रित करने का जिम्मा सिर्फ समोग पर शापद 
छोड़ सकते । इसके छिए हमें अन्य त्तरीके अपनाने होंगे । दूसरी और भर्यी 
यह भी सोचा हो कि परिकत्पना की जाँच के लिए आवश्यक है. कि प्रयोग के के 
यादुच्छिक चर हो और इस कारण यादृच्छिकीकरण का सर्वेया त्याय उचित नद्ठी न 
ऐसा करने से सपूर्ण प्रयोग के वृधा हो जाने की सभावना है । ऐसी देशा मं ५8 
चाहिए ? इस समस्या को सुलझाने के लिए बहुत सास्यिकीय शान की हे 
नही है । यदि आप ध्यानपूर्वक इस पर विचार करें तो समस्या को सुहका वा 
हैं। यद्यपि इस फे कई हल हो सकते हैं, परन्तु उनमें से एक निम्वर्लिसित हैं। . 

दोददो रोगियों के अनेकों युग्म (9मग5) बनाये जा सफते हैं जिवर्म हि 
रोगी जहाँ तक इन उपादानों का संबंध है, एक समान हीं यदि औ 2 री 
छ हैं तो हर्मे इनमें से एक युग्म के लिए मद निर्णय करना द्वोता है कि किसे ए 
को 4 और किसको 5 दी जाय । यह एक यादूब्छिक अयोग छत आदत 
के लिए एक सिक्के फो उछालकर--किया जा सकता है। इस प्रकार इम इसे ि 
दानो को विमत्रित भी कर छेते हैं ओर यादृब्छिकीकरण के उपयोग द्वारा अमिता 
का परिद्वार भी हो डाठा है ॥ यदि दो न होकर जौपदियों की सक््या # हो 2 
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हमें कुछ रोगियों को ऐसे कुछकों (5८७) में वाटना होगा जो कुछ महत्त्वपूर्ण उपदानों 
की दृष्टि से समांग हों और प्रत्येक कुक में रोगियों की सस्या # हो । 
8 १८,७ ब्लॉक 


प्रायोगिक इकाइयो के इन कुलको को--जिनमें विभिन्न उपचारों (76००7०१४) 
को इकाइयों में यादुच्छिकीकरण द्वारा वाँटा जाता है--साख्यिकीय भाषा में ब्लॉक 
(900०८८) कहते हैँ । इसका कारण यह है कि प्रयोग की अभिकल्पना के साख्यिकीय 
सिद्धांतो का आविष्कार आरम्भ में कृषि सवधी प्रयोगों के लिए ही किया गया था । 
उनमें यह कुछक एक सहत भूसड (८०४००८८ छ८८८ ०४ [थवर्त) होता है जिसे 
अग्नेजी में अक्सर ब्लॉक भी कहते है । इसी प्रकार अन्य अनेक पारिभाषिक शब्द-- 
जिनका प्रयोग-अभिकल्पना साहित्य में उपयोग होता है--कषि से सवधित है । परन्तु 
अब तक आप यह तो समझ्न ही चुके हूँ कि इन सिद्धातो का उपयोग कृषि-विज्ञान में ही 
नही बल्कि प्राणि-विज्ञान, मनोविज्ञान और सामाजिक-विज्ञान के प्राय सभी प्रयोगों में 
होता है । 


$ १८.८ प्रयोग आरभ करने से पूर्व योजना की आवदयकता 


यह बहुधा देखा जाता है कि वैज्ञानिक प्रयोग के लिए योजना बनाते समय 
सांख्यिकों से सलाह छेने की आवश्यकता नहीं समझी जाती 4 जब वे प्रयोग कर 
चुकते है तो सकलित आकड़ो को सार्यिको के सामने रखकर कहते हैं कि आप 
जरा इनका विड्लेपण और व्याख्या तो कर दीजिए । सांख्यिक प्राय' किसी विज्ञान 
में विशेष दक्ष नहीं होता और इसलिए उसे यह जानना आवश्यक हो जाता है कि 
प्रयोग किस उद्देश्य से किया गया था । इसके अलावा प्रयोग में जो विधि अपनायी 
गयी थी उसका जानना भी आवश्यक होता है । सांख्यिक चेप्टा करता है कि 
प्रयोग के उद्देश्य को किसी प्रकार साख्यिकीय परिकल्पना के रूप में रख सके । फिर 
उसे यह देखना होता है कि प्रयोग के लिए जो विधि अपनायी गयी है उसके द्वारा इस 
परिकल्पना कु जाँच होना कहाँ तक सभव है । * 

कुछ उत्साही जन प्रयोगो को बिना पूरी तरह योजना बनाये ही आरम्भ कर देते 
है । बाद में उन्हें यह मालूम होता है कि जिस प्रकार प्रयोग किया गया है उससे उद्देश्य- 
पूर्ति नही होती । अथवा प्रयोग में प्रतिदर्श परिमाण इतना कम था कि उसके आधार 


४ « ज 


र७्८ट सांण्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 


में प्रयोग में लगाये हुए घन और समय का अपव्यय होता है । यह कहीं अधिक अच्छे 
हो यदि साहियिक की सलाह योजना बनाते समय ही छे छी जाय । ऐसी अवतथ 
में वह यह आद्वासन दे सकता है कि प्रयोग के उद्देश्य में सफलता मिलने की ता 
है अथवा नहीं । 


$ १८.९ प्रयोग की योजना बनाते समय तीन बातों का ध्यान रखनाहोती 


(१) प्रयोग का उद्देश्य क्या है ? और 

(२) प्रायोगिक इकाइयाँ क्या हैं? प्रयोग किस प्रकार किया जा रहा है 
प्रयोग में प्रतिदर्शनपरिमाण क्‍या होगा ? 

(३) प्रायोगिक फलों का विश्लेषण किस प्रकार किया जायगा ! 


६ १८-१० प्रयोग का उद्देश्य 

किसो भी प्रयोग का उद्देश्य एक या अधिक प्रतिदशों के आधार पर सर्मष्ट के 
बारे में ज्ञान प्राप्त करना अयवा उससे संवधित कुछ कथनों की सत्यता की जार 
होता है । सांह्यिक को यह मालूम होना चाहिए कि वह कौतन्‍्सी समष्टि है नि 
बारे मे वैज्ञानिक ज्ञान प्राप्त करना चाहता है । मान लोजिए कि एक प्रयोग का ० 
गेहूँ की फसल के लिए विभिन्न खादो के प्रभाव का पता छ़गाना है । परन्तु यह आ 
सुस्पष्ठ नही है । गेहूँ केवल एक ही प्रकार के नही होते । वे कई प्रकार के होते है 
यह जानना आवश्यक है कि प्रयोगकर्त्ता किसी विद्येप प्रकार के गेहूँ पर खादा कै गा 
का अध्ययन करना चाहता है अथवा साधारणतया सभी प्रकार के गेहूँ पर | 8 
प्रकार विभिन्न प्रदेशों के जलवायु और जमीन में अन्तर होता है । जी वाई न्‍ 
प्रदेश में छाभदायक सिद्ध होती है वह किसी दूसरे प्रदेश में बेकार भी हो सकती है कर 
इस कारण यह जानना भी जरूरी है कि प्रयोगकर्त्ता की रुचि किसी अदेश 
में है अथवा साधारणतया सभी प्रदेशों में । इस प्रकार प्रयोग के फछी को प्रभार्दि 
करनेवाले उपादानों में से कोन ऐसे है जिन्हें स्थिर रखा जा सकता है यहें मार्क 
जाता है । हे |! 
यदि उद्देश्य बहुत महत्त्वाकांक्षायुक्त नही है---यदि किसी साधारण समष्टि है 
लिए किसी एक कथन की पुष्टि अथवा उसका खडन करना हो तो छुछनात्मक 
से काफी छोटे प्रतिदर्श को लेकर ही प्रयोग किया जा सकता है । यदि प्रयोगकर्ता ब्ु 
महत्त्वाकांक्षी है वो समव है कि उसकी आकाक्षा वर्षों प्रयोग करने पर भी पूरी मे ये 
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समपष्टि के बारे में फैसछा हो जाने पर यह जानना आवश्यक है कि बह कथन 
क्‍या है जिसकी पुष्टि अथवा खंडन करना प्रयोग का उद्देश्य हे । कुछ कथन ऐसे होते 
हैँ जिनकी पुष्टि करना अथवा जिनका खडन करना प्रयोगो द्वारा असभव है। इस 
प्रकार के कथन अधिकतर महत्त्वहीन होते हैं । यदि वे महत्त्वपूर्ण हो भी तो बहुधा 
भ्रयोगकर्त्ता अथवा साख्यिक के पास उनकी जांच करने का कोई साधन नही होता । 

ऊपर के उदाहरण के लिए कंथन निम्नलिखित हो सकता है। “खाद 4 गेहूँ 
की फसल के लिए अन्य खादो की अपेक्षा अधिक अच्छी है ।” प्रइन यह उठता है कि 
यह किस दुष्टिकोण से अच्छी है ? क्या उसके कारण गेहूँ की पैदावार अधिक होती 
है ? बया उसके कारण गेहूँ के पौधो में वीमारी से बचने की शक्ति बढ़ती है ? क्या 
उसके कारण गेहूँ की पौष्टिकता (000 एशै०८) बढ जाती है ? क्या उसके 
कारण गेहूँ की फसल जल्दी तैयार हो जाती है २ प्रयोग का उद्देश्य इनमे से एक या 
अधिक प्रश्नों का उत्तर प्राप्त करना हो सकता है, परतु योजना के लिए इसका स्पप्ट- 
तया जानना आवश्यक है । इसके अलावा ये कथन इस प्रकार के होने चाहिए कि उन्हें 
एक सास्यिकीय परिकल्पना के रूप मे रखा जा सके । 


$ १८-११ प्रायोगिक उपचार (83>थंग्रश्ार्वां #टवा॥ाशा।5) 

उपचारो से हमारा तात्पये यहाँ उन विविध क्रियाओ से है जिनके प्रभाव को नापना 
और उनकी तुलना करना प्रयोग का उद्देश्य होता है। इन क्रियाओं की भली-भाँति 
व्याख्या करना आवश्यक होता है । हमें यह भी जानना चाहिए कि प्रयोग का उद्देश्य 
केवल सबसे प्रभावश्ञाली साधन का पता चलाना है अथवा यह भालूम करना है कि 
इन साधनों के प्रेक्षित प्रभाव का कारण कया है ? यद्यपि कई व्यावहारिक समस्याओं 
को सुरुझ्षाने के लिए सर्वोत्तम साधन का जानना ही यथेप्ट होता है; परतु कारण के ज्ञान 
से ही विज्ञान की उन्नति हुत गति से होती है। कई बार प्रयोग मे हम कुछ ऐसे साधनों 
पर भी विचार करते है जिनके बारे में हम जानते है कि इनका व्यवहार कभी मही किया 
जायगा। इन साधनों का उपयोग प्रयोग में केवल कारण जानने के लिए किया 
जाता है । 


$ १८.१२ बहु-उपादानीय प्रयोग (8४८०४ ०कुष्यरथा७) 
हम पहिले ही कह चुके है कि हमे यह्‌ जानना आवश्यक है कि किस उपादान के 


प्रभाव को हम नापना चाहते है । दूसरे उपादानों के प्रभाव को हम स्थिर रख सकते 
हैँ । परतु यह सभी ठीक होगा जब इन उपादानों के प्रभाव सयोज्य (उतंताप्रस्ट) 


२८० सांस्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

हों। यदि ऐसा हो तो यह निश्चित करने में कुछ भी कठिताई नही पड़ती कि जय भा 
दानो को किस मान पर स्थिर रसा जाय । परंतु यदि गह प्रभाव संमोग्य नहीं है तो 
किसी विशेष उपादान का प्रभाव उन मानों पर भी निर्भर हो सकता है जित पर बच 
उपादानों को अचर रखा जाता है । ऐसी स्थिति में इस विशेष उपादान के प्रभाव की 
अन्य उपादानों के कम से कम दो विभिन्न मानो पर नापना ठीक समझना जाता है। 
इस प्रकार के प्रयोग में हम न केवल इस विश्विप्ट अवयव या उपादान के बल्कि अत्य 
उपादानों के प्रभाव को भी नाप सकते है । इस प्रकार के प्रयोगों को बहु-उपादानीय 
प्रयोग (द्द्वगांद ८(एृशांक्रैटा5) कहा जादा है। आगे चलकर हम इसे प्रयोगों 
की विधि और उनके विश्छेयण पर विस्तारपूर्वक विचार फरेंगे। 


$ १८-१३ नियंत्रण इकाइयाँ (2/##०॑#7/) ; 


कई बार ऐसा होता है कि जिन इकाइयों पर प्रयोग किया जाता है उनकी किसी 
विश्येपता के कारण प्रयोग ब्यर्य हो जाता है। उदाहरण के लिए एलोएथी और 
होमियोपैथी की तुलना को ही छीजिए । आपको शायद पता होगा कि कई शारीरिक 
रोग केवल मनोदशाजनित अथवा मनःशारीरिक (08/०007॥7% 
हू । उनका कारण कोई भौतिक पदार्थ, रसायन, विष अथवा कीटाणु नहीं होता! 
यदि रोगी को किसी वजह से यह रुयाछल हो जाय कि उसका स्वास्थ्य ठीक नहीं है तो 
उसकी यह मनोदशा ही रोग का कारण बन' सकती है । यदि रोगी को पता वे ५238 
और वह यह समझे कि उसे कोई बहुत गुणकारी औपध दी जा रही है वी केवल भर्ट 
की गोलियों अथवा शुद्ध जछ से भी उसका इलाज हो सकता है । ऐसे रोगियों की यदि 
एलोपैथी अथवा होमियोपथी द्वारा उपचार किया जाय तो उसका फल इस पर निर्भर 
करेगा कि रोगी को इनमें से किस पर विश्वास है। आरम्भ में यह पता लगाना 
कठिन है कि रोगियों में से वे कौन-से है जिनका रोग मनः शारीरिक है । ऐसी दशा ५ 
यद्यपि हमारा उद्देश्य केवल होमियोपथी और एलोपैथी की तुलना करना है, तथादि 
हमें यह आवश्यक हो जाता है कि कुछ रोगियों पर इन दोनों में से किसी भी इछाज की 
प्रयोग नही किया जाय; बल्कि आटे की गोलियो-जैसी निरर्थंक दवाई इस्तेमाल की जाया 
इस प्रयोग से हम मनः शारीरिक रोग से पीड़ित रोगियों के अनुपात का अंदाजा छगा 
सकते हैं । इस प्रकार एक निर्थंक उपचार के श्रयोग से प्रयोग निरर्थक न रहकर 
सार्थक हो जाता है । इस प्रकार की इकाइयों को--जिनपर निर्थेक उपचार किया 
जाता है--नियंत्रण इकाइयाँ (८07४०! एफ्७) कहते है । 
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$ १८.१४ प्रयोग-अभिकल्पना का एक सरल उदाहरण 
यद्यपि वैज्ञानिक अनेक वर्षों से प्रयोग करते आ रहे है, परतु उनकी अभिकल्पना 
और विश्लेषण शैली को पहली वार व्यवस्थित रूप में रखने का श्रेय है प्रो० रोतालड 
ए० फिशर को | अपनी (6०अंह70 ० 87कु्यंग्रध6) नाम की पुस्तक में उन्होंने 
अभिकल्पना के सिद्धातो से परिचित होने के लिए एक कल्पित, परतु बहुत ही 
दिलचस्प प्रयोग का उदाहरण दिया है। साख्यिकीय साहित्य में यह उदाहरण बहुत 
प्रसिद्ध हो गया है और कुछ अन्य साख्यिकों ने भी इसी उदाहरण को लेकर प्रयोग- 
अभिकल्पता की व्याख्या की है। आगे इस कल्पित प्रयोग का संक्षेप में वर्षत किया 
गया है । 
$ १८-१४.१ प्रयोग का उद्देश्य 
एक महिला का यह दावा है कि वह चाय को चखकर यह बता सकती है कि प्याले 
में पहिले चाय डाली गयी थी अथवा दूध । हम ऐसी प्रयोग-अभिकल्पना की समस्या 
पर विचार करेंगे जिसका उद्देश्य इस कथन की सचाई जाँचना है । 
$ १८.१४.२ प्रयोग-विधि 
हमारा प्रयोग निम्नलिखित है। कुछ आठ प्याले चाय बनायी जाय जिसमे से 
चार प्यालों में पहिले चाय और अन्य चार में पहिले दूध डाला जाय । इन प्याछों को 
महिला को एक यादुच्छिक क्रम से दिया जाय और वह चखकर यह बताने की चैप्टा 
करे कि कौन-सा पदार्थ पहिले डाला गया था--हूध या चाय । महिला को यह पहिले 
से बता दिया जाय कि प्रयोग मे चार प्यालो में दूध पहिंले और चार प्यालो में बाद में 
डाला गया है ॥ 
$ १८-१४,३ अस्वीकूति प्रदेश और प्रतिद्श परिमाण का निश्चय 
यह मालूम हो जाने के बाद स्वाभाविक ही है कि वह इन आठ प्यालों को चार 
चार के दो कुलकों में इस प्रकार विभाजित करने की चेप्टा करेगी--एक में वह प्याले 
जिनमें दूध पहिले डाला गया है और दूसरे में वे जिनमें वाद में डाला गया है। 
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सचय बनाये जा सकते है । यदि महिला दोनों तरह के प्यालों में प्रभेद नहीं कर सकती 
तो उसके लिए अंदाज से इनको दो कुलकों में ठीक-ठीक बॉटने की प्रायिकता - हैं। 


लि _ 8: 
आढ वस्तुओं में से चार वस्तुओं के कुछ (.) घर 


र्८र सांड्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 


प्यालों की संख्या बढ़ाने से यह प्रायिकता और कम हो जाती है। इसके विपरीत 
यदि प्यालो की सख्या को और छोटा कर दिया जाता दो यह प्रायिकता इतनी अधिक 
होती कि प्रयोग के फल को--यदि प्याछों का प्रभेद ठीक भी हो गया हो- 
जनित माना जा सकता था। उदाहरण के लिए यदि केवल चार प्याले ही व 
अंदाज से उन्हें दो सही संचयों में वाँठने की प्रायिकता हु नि द्व 
होती । 
प्रयोगकर्ता को पहिले ही यह निश्चय कर लेना चाहिए कि वह कया संख्या है गिवते 
कम प्रयोग के फल की प्रायिकता होने पर उसे विश्वास हो जायगा कि ऐसी 
संयोग से नही हो सकता । इस प्रकार के प्रयोग से क्या लाभ जिसके किसी भी फर्श 
उसे संतोष न हो । यदि वह यह सोचता है कि वे फल जिनकी प्रायिकता पाँच का 
अथवा उससे भी अधिक है किसी भी निष्कर्ष पर पहुँचने के लिए बेकार हैँ तो रे 
लिए आठ से कम प्यालो में प्रयोग करना निर्थंक है। नहीं वा पकती। 

प्यालों की कोई भी सख्या संयोग के प्रभाव से हमें पूर्णतया नहीं वंचा 
हम केवल इस सुविधाजनक नियम को मान छेते है कि यदि किसी घटना की हक 
सत्तर में एक है तो वह साख्यिकीय विचार से सार्यक है। आप यहततो सम है. 
होंगे कि किसी एक प्रयोग से, चाहे उसका फल कितना ही सार्थक क्यों न हो हैं बह 
विश्वास नही हो सकता । दस छाख में एक की प्रायिकता होने पर भी निश्चय हक 
घटना कभी न कभी घट ही सकती है। यह हो सकता है कि हमें आश्चर्य हो कि 
असंभावी घटना हमारे ही प्रयोग में क्‍यों हुई । तो 

यदि हम किसी प्राकृतिक घटना को प्रयोग द्वारा प्रमाणित करना चाहते ् 
इके-दुकके प्रयोग इसके लिए काफी नही है । इसके लिए भरीसा करने हायक एक 
विशेष प्रयोग-विधि की आवश्यकता है। मान छीजिए कि हमारे प्रयोग दे महिला 
आठ में से छः प्यालों को ठीक-ठीक पहचान छेती है। यदि महिला में प्रभेद शर्त 
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नही हो तो इस घटना की प्रायिकता () (.) + (.) नल है | यह 
है कि यदि इस घटना को सार्थक समझा जाता है, तो सही प्रभेद को तो सार्थक मातना डी 
ही पड़ेगा । इस प्रकार इस घटना अयवा इससे अधिक सार्थक घटना के घटने के 


बप्रायिकता नर है। यह बहुत अधिक है । इस कारण इस प्रयोग में केवल एक घना 
0 


संपरीक्षण में सांपिपकी फा स्थान र्ट३्‌ 


है जो सांस्यिकीय दृष्टिकोण से सार्थक है जौर बढ़ है महिला द्वारा प्यालो का शत प्रति- 
शत सही प्रभेद। 
& १८.१५ निराकरणीय परिकल्पना को सिद्ध नहीं किया जा सकता 


इस प्रयोग में निराकरणीय परिकल्पना यह हे कि महिछा में प्रभेद शक्ति थ्षनु- 
पस्यित है । यह आपको याद ही होगा कि प्रयोग द्वारा निराकरणीय परिकल्पना को 
सिद्ध नही किया जा सकता--हाँ, उसका जसि (वं5970ए० ) होना समय 
है। यह तर्क रप्ा जा सकता है कि यदि हमारा प्रयोग इस परिकल्पना को असिद्ध कर 
देता है कि महिला में प्रभेद शकित नहीं है, तो इसके द्वारा एक विपरीत कल्पना यह भी 
सिद्ध हो सकती है कि महिला में प्रभेद शक्ति विद्यमान है । परतु यह विपरीत कल्पना 
एक निराकरणीय परिकल्पना का स्थान ग्रहण नही कर सकती, बयोकि यह तो अनि- 
श्चित ही रह जाता है कि विद्यमान प्रभेद शक्ति कितनी है । निराफरणीय परिकल्पना 
का पूर्णतः निश्चित (०४४८४) होना जावश्यक है, क्योकि इसके आधार पर ही 
प्रायिकता की गणना की जाती है। 


8 १८.१६ भौतिक स्थितियों पर नियंत्रण की आवश्यकता 

अव हमें यह देखना है कि किस दण्या में यह कहा जा सकता है कि यदि महिला में 
प्रभेद शक्ति नही है तो प्रयोग के फल केवल सयोग पर निर्भर होगे । मान छीजिए, 
उन सब प्यालों में जिनमें पहले दूध डाछा जाता है, दो-दो चम्मच चीनी पड़ी हो, जब 
कि अन्य प्यालों में चीनी डाली ही नही गयी हो, तो दोनो प्रकार के प्यालों में प्रभेद 
करना बहुत ही आसान हो जायगा, क्योकि यह स्वाद का भेद किसी भी मनुष्य दारा 
आसानी से पहचाना जा सकता है । इस प्रकार चार-चार प्यालों के ये कुलक या तो 
सब ठीक या सब गछत श्रेणी में रखे जायेंगे और परिकल्पना की जाँच न्याययुक्त नहीं 
होगी। अतः प्रयोग में अन्य भौतिक स्थितियों पर नियत्रण रसना भी आवश्यक है। 


$ १८.१७ प्रयोग को अधिक सुग्राही (5८४४४००) बनाने के कुछ तरीके 
अब यदि महिछा का कथन यह नही है कि वह हमेशा दो तरह के प्यालो में प्रभेद 
कर सकती है, वल्कि केवल यह है कि यद्यपि कमी कभी उससे भूछ हो सकती है तथापि 
अधिकतर बह प्यालों को ठीक पहचान सकती है। इस दशा मे उसको अपने कथन 
की सचाई का प्रमाण देने के छिए अधिक विस्तृत प्रयोग की आवश्यकता होगी । 
यदि प्रयोग में कुछ बारह प्यालों का उपयोग किया जाय, जिनमे दोनो प्रकार के 


रदड सांश्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


कं १4 
छः-छ. प्याले हों तो बिछकुछ ठीक प्रभेद करने की प्रायिकता त्ञ ला 
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है । 70 के ठीक और दो के गलत पहचाने जाने की प्रायिकता लो से 


है। क्योकि -22. < 2 इसलिए प्रयोग का यह फल भी सांह्यिकीय इृप्ब्कोण 
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से सार्थक माना जा सकता है । प्रयोगो के परिमाण को अधिकाधिक बढाने से वह विरा- 
करणीय परिकल्पना से प्राप्त तथा वास्तविक प्रायिकताओं के सुक्ष्मतर अंतर को पहे 
चानने योग्य होता जाता है। 
सूक्ष्मतर अंतर को पहचानने का एक और तरीका यह है कि छोटे प्रतिदर्श-र्टिमाे 
के प्रयोगों को ही कई बार दुहराया जाय । यदि आठ प्यालों के प्रयोग को ही आठ 
बार दुहराया जाय और इसमें से दो वार भी महिल्य ठीक प्रभेद कर पाये, तो इस पटना 


2 
की और इससे भी अधिक सार्थक घटनाओं की प्रायिकता 7“ [ (.) 2 6 
69 (59) पे फुछ को भी 
(् + ८) _ है जो पांच प्रतिशत से कम है। इस कारण इस 


सार्थक माना जा सकता है। 

प्रयोग को विस्तृत करने के अछावा उसे अधिक सुग्राही बनाने के अत्य उपाय हर 
हैँ । उदाहरण के लिए हर एक प्याले के लिए हम स्व॒तत्र रूप से यह तय कर हज 
कि उसमें दूध पहले डाला जाय या चाय । इसमें यह नियंत्रण उठा लिया गया है नि 
चार प्यालो में चाय पहले होगी और चार में दूध । हर एक प्याले को महिंला के पर्स 
भेजने से पहले सिक्का उछालकर दूध या चाय के संवध में निश्चय किया जा सकती 
है। यदि महिला में प्रभेद शक्ति नही है तो इस प्रकार भेजे हुए प्यालों को ठीक-्दीक 
पहचानने की प्रायिकता (2) सन -... है। सात प्यालो को ठीक और ईए 
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को गछूत बताने की आषिकता-_ टू स््क 5 है जो पाँच प्रतिशत से कम है। इसलिए 
यह घटना भी सांख्यिकीय दृष्टिकोण से सार्थक है । इस प्रकार प्रयोग विधि को 28 
देना कई वार लाभदायक होता है, परतु इस विश्येप प्रयोग में इस नूतन विधि की डी: 
योग कई बार गड़बड़ी पैदा कर सकता है। यह संभव है कि इस विधि के पर 
आदों प्याछे एक ही प्रकार तैयार किये जायें । इस प्रकार के प्रयोग से जिस व्यवित 


संपरीक्षण में सांटिपफो का स्थान र्टप 


यह प्रयोग किया जा रहा हो उसवा घबरा उठना स्वाभाविक है। इसके अलावा 
यह हो सकता है कि यदि वह दोनों प्रकार की चाय चसे तो जतर को पहचान सकता 
है। परतु यदि सब प्यालों में एक ही प्रकार चाय वनायी जाय तो उसके पास इस अतर 
को पहचानने का कोई तरीका ही नही रह जाता । 

ऊपर के प्रयोग की व्याख्या से आप प्रयोग-परिमाण, यादृच्छिकीकरण तथा प्रयोग 
को नियंत्रण में रपने की आवश्यकता तथा महत्त्व समझ गये होगे। हमें कई इससे 
भी जधिक जटिल प्रयोगों का विश्छेषण करना होता है, जिनमें प्रायिकता इतनी सरलता 
से परिकलित नही हो सकती । इस काम के लिए कुछ जन्‍्य सिद्धातों की आवश्यकता 
होती है जिनको हम अगले कुछ अध्यायों में समझाने का प्रयत्न करेंगे। 


अध्याय १९ 
प्रसरण-विश्लेषण 
(47थेएआं5 0 एथ४४7८०) 


$ १९.१ एक प्रयोग 
मान लीजिए कि एक कारखाने में रबर के टुकड़े वनते है । किसी विशेष कार 
के लिए उनकी लवाई एक निश्चित मान के लगभग होनी चाहिए। ईनें टुकड़ा 
:औसत लंबाई नापने के लिए एक प्रेक्षक रखा गया है। यह स्पष्ट है कि प्रेकषक वि 
हर एक टुकड़े को नापे तो बहुत अधिक समय लगेगा । इसलिए वह कारखाने में 
“हुए खबर के टुकड़ों के एक प्रतिदर्श को लेकर उसी की लंबाई नापेगा । इसके 
एक ही टुकड़े की लवाई भी यदि वार-बार नापी जाय तो फल हमेशा एक-सा नहीं होगा! 
कुछ तो इस कारण कि मापनी (3८४०) के दो विभाजनों के बीच में होने पर गे. 
को अनुमान लगाना पड़ता है। इसके अछावा रबर की लंबाई को नापने के हि 
उसे खीचकर रखना पडता है । इस खिचाव से भी छवाई में अतर पड़ सकता है और 
यदि प्रयोग घार-वार किया जाय तो खिंचाव हर वार विलकुल एक-सा नहीं होगा। 
इस प्रकार यदि एक प्रतिदर्श से टुकड़ों की औसठ लंबाई का अनुमात हगाया 
जाता है तो उसमें दो प्रकार की त्रुटियों का प्रभाव पड़ेगा । एक तो भिन्न भित दुकईं 
-की लंबाई में अतर के कारण और दूसरे एक ही टुकड़े की छवाई के नापने में प्रेक्ष्ण 
त्रुदि (०5८एथपंण०तशं टाए०7) के कारण। इसी प्रकार लगभग सभी प्रयोगों 
का फछ अनेक उपादानों पर निर्भर करता है | कई वार प्रयोग का उद्देश्य यह जावेगी 
होता है कि किसी विशेष उपादान का कोई प्रभाव है या नहीं । 
$ १९.२ प्रसरणों का संयोज्यता गुण (4४209 ज्ञण्क्वा) रु श्ा4१८०) 
ऊपर के प्रयोग में दुकड़ो की प्रेक्षित लवाइयाँ यादृच्छिक चर है । माने लीजिए 
कि कुल ६६ टुकड़ों का प्रतिदर्श चुना गया है। इनमें से #-वें टुकड़े की छवाई को है 
॥ से सूचित करेंगे । यदि समष्टि के कुछ टुकड़ों की औसत लवाई / द्वो वो एक बरुढटि 
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तो समष्टि में से केवल ६६ टुकड़ों के चुने जाने के कारण होगी, जो प्रतिदर्श-यरिमाण 
और ॥ के प्रमरण पर निर्भर करेगो। इस घुटि को प्रतिदर्शो-घ्रुदि (त्थ्ाए।पाष्ठ लग्ण) 
कहते है। यह प्रसरण & (॥--? है जिसको हम ० से सूचित करेंगे । 





मान छोजिए, प्रतिदर्भ के 4-यवें टुकदे को ॥ बार नापा जाता हे और उ-बी बार 
के नापने के फल को | से सूचित करते है । ॥। भी एक यादृब्छिया चर है जिसके 
प्रमरण कर [(॥/--8 )?|। | को हम ०३ से सूचित करेंगे । हम वह मान लेते ह 
कि यह प्रसरण, जो प्रेक्षण भ्रुटि का माप है. हर एक टुकड़े के छिए बराबर है । वबि 
हम बिना प्रतिवध के ॥| के प्रसरण क्यो ०! से सूचित करें तो 

मे जन मे [0 
ू [(/--० + (/- ) 
झ (79 + के (9 
ग्ई + ०१ ५». ४ «०७ (79०7) 

इस प्रकार भ्रुटियों के उद्गम यदि स्वतत्न रूप से प्रभाव डालने है तो जो कुल प्रस- 
रण इन दोनो उद्गमो के सयुवत प्रभाव से होता है, वह जलग-अछग प्रभावों के प्रसरणो 
का योग होता है। 

इस गुण को प्रसरणों का सयोज्यता गुण कहते है । 


॥ 


॥ 


$ १९.३ ओसत लंबाई का प्रावकलन_ 
अव हम देखें कि कुछ टुकड़ो की औसत लवाई का अनुमान कैसे छमाया जा सकता 
है। हमें यह पता है कि ॥, का प्रत्याशित मान | है। यह इस कारण कि 
8(॥ ) *ै१ 5 [2(0॥४ )] 
5 2[॥] 


मा 


_ इस प्रकार यादृच्छिकीकरण द्वारा चुने हुए हर एक टुकड़े पर लिया हुआ प्रत्येव 
प्रेक्षय |, समप्टि में औसत छवाई का अनभिनत प्रावकलक है। इस कारण यदि 


ता 


|] न 
ड़ ्ि सत्य हो जहाँ प्रत्येक (६, एक अचर सख्या है तो ड् न (0 $॥ भी । 


का एक अनभिनत प्रावकलक है क्योकि 


र्टट सादियकी के सिझाग्त और उपयोग 


ठ् /॥ ॥/न5 05 (॥) (दिश्विए$ पा 


$छ] | ज्ण्यु 
#& ढां 
ब्-न्ंज » 8, 
इज [ब्गर 
प्य्द ( 
मयोकि सत्र |; प्रेश्षनों का प्रसरण वरावर है, इस कारण 
"घाती फलन जिसका प्रसरण निम्नतम हो ऐसा होना चाहिए 
पदों के गुणक बरावर हो । इसलिए इन प्रेक्षणों पर आधारित स्व 
द्वोगा 


इन चरों का वह एक 
कि उसमें सब ॥॥ वी 
त्तिम प्रवर्केके 


#& गा 
7 जे 5 ॥॥# 


॥ण्-]ु (७०१ 
& 

जहाँ कन्‍न 3! 
कब 


$ १९.४ ओसत लंबाई के प्रावकलक का प्रसरण हल 
इस प्राक्कलक का प्रसरण क्या होगा ? इसके लिए हम निम्नलिखित एि 
का उपयोग करते है। यदि एक ही टुकड़े--मान छीजिए 7-वें टुकड़े--की ही ४ 


शव कड़ों की लंवाई अनुमान 
तापा जाय और इन प्रेक्षणो के माध्य को कुल दुकड़ों की लंवाईके माध्य का * 
3० 2२४६ 0३25: ब्रटि 
-समझा जाय तो इसमें प्रेक्षण त्रुटि तो कम होकर “०-रह जायगी, परंतु अतिदर्शी श्र 
॥; 
रे होगा । 
में कुछ कमी नही आवेगी । इस प्रकार इस अनुमान का प्रसरण णै+ ता हो 


यदि इस अनुमान को #£ से सूचित किया जाय तो * 
2 ) जे गाग्ल हल 
मप्र 


न्का ४ तन त्ज्ज्जः 
परंबु 7-5 हे .खसई और +00, «४ 


“सब स्वतंत्र “चर हैँ । इसलिए 
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र्ड प् 
प्र | बन +5 ज हे | गाना 
की बच्च जा 
छः 


हि 


| 
नरक ग+ कर्ण 
लय वर (का 
१ ॥ 
+$ 
न्न्गा जि कान-णा.......रय+ (79.3) 
करत हा] 


यदि सब टुकड़ों पर प्रेक्षणों की सख्या वरावर हो और हम इस संल्या को 8 से सूचित 
करें तो 
आल... + धनतएा है 


० 7(7) ८ कुक ...«[(79-4) 


$ १९.५ प्रसरण का प्रावकलन 

जव हम किसी प्राचल का अनुमान लगाते हैँ तो यह भी आवश्यक है कि हमें 
इस अनुमान की ब्रुदि का भी कुछ अदाजा हो । यानी हमें 7(7) के प्रावकलत की भी 
आवश्यकता है। हम कोशिश करेंगे कि हमें ०३२ तथा ०/ के अछय अलग प्रावकलन 
प्राप्त हो जायें। 
8 १९.५१ ०० का प्रावकलन 

आइप, पहिले हम यह देखें कि ०८४ का कया प्रावकलक हो सकता है। क्योंकि 
इसमें हम प्रेक्षणो की श्रुटि का पता चलाना चाहते है, यह प्रावकलक एक ही टुकड़े की 
विभिन्न प्रेक्षित लंबाइयों के अंतर से संवधित होना चाहिए । मान छीजिए कि हम 
।-ें दुकड़े पर किये हुए प्रेक्षणो को ही ध्यान में रखते है । इन प्रेक्षणों की च्रुटियों का 


तब श्र 
वर्गे्योग 2,( ॥--)* है। 


र्म्‌ ्ढ ६ ] र्न्जोः हर / न्न्त रू 2,00॥ 5०% ॥) कर ए ् 8) ॥ 
१९ 


२९० सांख्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 


| ( 
सन जे झ(-॥/-छ झ(8-- 
क्च्यु 


ग्रे 
चन्यंप ग-प्र-5 
गम 
चने ०6 (॥--3) "«>>[(95) 
पं पः 
इस प्रकार ० का एक अनभिनत प्राककलक डे (6-79 है। हे प्रकार 
न््ध्य 


जा 


विभिन्न टुकड़ों से ०! का प्रावकलन किया जा सकता है । इन विभिन्न प्रवकरकों 
का भारित माध्य (छंट802 77००0) भी ०८ का अनभिनत प्रावकलक होगा। 





॥/-- 47, 
उदाहरण के लिए 26, न -. 20 208 ) इसी प्रकार का हि 
कर 


भारित माध्य है जिसमें -वें प्रावकलक का भार (%--7) है। 
2 
प्रतु टय (४ ७१)5-(४- ४) है । 


$ १९.५.२ ०१ का प्राक्कलन 
इस प्रकार हम प्रेक्षण त्रुटि का अनुमान छगा सकते है । आइए, 
प्रतिदर्णी त्रुटि ० का अनुमान किस प्रकार लूगाया जाय । क्योकि यह ब्रुदि दुंकेई 


की वास्तविक लंबाइयों का प्रसरण है, इसछिए यह स्वाभाविक है कि हम इसके लिए 
टुकड़ों पर किये प्रेक्षणों के माध्यों के अंतर की परीक्षा करें । उदाहरण केलिए. 


अब हम देखें कि 


न 
8 डरे 2 


,>9-0 


| 


ः 
कफ; फ् कोर 
न्न्च 
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बल उन मिल तह लेजर] 


कण [ह- न्‍५ ४] +-(६-7) ० हनन" 9-7) 


स्‍ः ह # 
क्योकि 800)-77[0--/,700%- वर) ६ तवा 9) #ल्सा; इस प्रकारण* 
बन 


का प्रावकलक &', + 5-77 07 होगा । यदि सब ॥ वरावर हों और 


॥- ७॥/३ 
4स्च्ा 
के 


श्नका मान छ हो तो 
हम. ०,30८ मम (79.0) 
॥--यः 
६ रे 7) 
कया 8 बचा ज9(60-)?...|||यऑआऑयऑयऑयओ (79.9) 
क््चि 


$ १९.६ प्रसरण विद्लेपण (0४)58 शी एक्षांगाव्ये 
इन प्रसरणो के प्रावकलनों के कलन के लिए यह ध्यान देने योग्य बात है कि 


300७ || /2॥ हर & हा [: पः 
(6 न्न्कः १ /-+ ॥, | 39% 
मै 077 5 2 20-0+ 2 207* 
ला >> 79-70) 


इस प्रकार साधारण माध्य 7 से प्रेक्षणों के बर्ग-िचिलनो (5वृप्भाल्ते त०ए- 
40078) का योग दो भागो के योग के रूप में रखा जा सकता है-- 

(१) समूह माष्य (80०00 स्त८४०) से उस समूह के समस्त चरों के वर्गित 
विचलनों का योग जिसको समूहास्यन्तरिक वर्म-्योग (जा्पभंए 87०५७ इणा ०६ 
*पृ५४८७) कहा जा सकता है॥ 


२९२ सांश्यिफो के सिद्धान्त और उपयोग 


(२) साधारण माध्य से समूह-माध्यों के व्शित विचलनों का योग, जिसकी 
अंत+पामूहिफ पर्मन्‍्योग (9८८छ८टा हुए०४७ इएाए 0 5पृष्णा०) की उत्मा ईं 
जा सकती है, अर्थात्‌ # 

सम्पूर्ण वर्ग-योग--अंतर-सामूहिक वर्ग 
योग-+-समूहाम्यन्तरिक वर्ग-योग 

इस प्रकार सम्पूर्ण बगित विचछन योग को कुछ भागों में विभाजित 
प्रसरण विश्लेषण कहते हैं । 


$ १९.७ प्रसरण विदेपण का परिकल्पना की जाँच में उपयोग 


दो प्रकार की समस्याएँ हैं जिनमें प्रसरण विद्छेषण का उपयोग हीता है। एक 
में तो प्रेक्षणों को कुछ संभव प्रेक्षणो के एक काल्पनिक जगत्‌ का प्रतिदर्श मान लिया 
जाता है। विश्लेषण का उद्देश्य इस जगत्‌ के प्रसरण का प्रावकलन करना होता है। 
यह कैसे किया जा सकता है यह हम ऊपरके उदाहरण में देख ही घुके हैं। जिते रबर कि 
टुकड़ों को नापा जाता है वह कुछ रबर के टुकड़ों के जयत्‌ का एक पर्ि- 
दर्श है । एक ही टुकड़े के जितने नाप लिये जाते है उनके कुलक को उस टुकड़े के सब पमर्क 
नापों के एक काल्पनिक जगत्‌ का प्रतिदर्श भाना जाता है। इन दो जगतो के प्रसरण 
क्रमशः ०१ और ०३ हैं और उद्देश्य इन दोनों प्रसरणों का अनुमान लगाता है! 
दूसरे प्रकार की समस्या होती है माध्यो की तुलना | यदिं दो समप्टियाँ हों और विरा- 
करणीय परिकल्पना यह हो कि इन दोनों के माध्य समान है तो इसको जाँच किस प्रकार 
की जायेगी यह हम पहिले ही देख चुके है । यदि हमें दो नहीं बल्कि अनेक समप्टियो के 
माध्यो की तुलना करनी हो अथवा इस परिकल्पना की जाँच करनी हो कि इन स्व 
सर्मष्टियों के माध्य बराबर है तो हमें प्रसरण विश्छेषण की शरण छेनी पड़ती है! 
मान छोजिए कि ऊपर के उदाहरण में हमारी निराकरणीय परिकल्पना यह है कि 
प्रतिदश के प्रत्येक टुकड़े की वास्तविक लंबाई बराबर है। यदि ऐसा हो वो ०६-१0 और 
(8) +5 (४-7) ०8 9० 
[दिखिए समीकरण एज 


5५ किक 
तथा 27: *+ हु 
ीन- कक आफ 


[या 
करने को 





इस प्रकार परिकल्पना के अंतर्गंतत 2४ 5८ 


- दोनों ही.०३ के अनभिनत प्राककलक है । परंतु यदि परिकल्पना सत्य न हो वी 23% 


का भ्रत्याशित मान ०३ से अधिक होता है। इस कैरण यदि यह माच लेंकि -- 


प्रसरण-विइलेषण २९३ 


हर 20 _ 2-7), 
260. 3//(४--/) 
नरक काका तह पट! (79.73) 
समूहाम्यन्तरिक वर्गयोग ) (४-0 20“ क 
तो # ऐसा चर है जिसका मान परिकल्पना की सत्यता पर रोशनी डाऊ सकता है । 
यदि यह बहुत अधिक हो तो परिकल्पना पर शक होना स्वाभाविक ही है। 


8 १९.८ प्रसरण-विश्लेषण सारणी (4॥बां)85 शु शक्षांदाद: बे 


अतर सामूहिक, समूहाम्यन्तर और सम्पूर्ण वर्ग-योगों और उनकी स्वातत््य सख्याओं 
को एक सारणी के रूप में रखा जा सकता है। इस सारणी को प्रसरण विडलेषण सारणी 
कहते है । ऊपर के प्रयोग के लिए हमें जो सारणी प्राप्त होती है वह नीचे दी हुई है । 


४ सारणी संख्या 9.4 




















प्रसरण विश्लेषण सारणी 
“म्वर £ह की पिड जरकरकाल मात 
विचरण मे स्वातत्य ्ि बर्म-माध्य का 
शत 3050 47 _स॒ख्या 0303४ प्रत्याशित मान 
हे का: पा कर 5 सिलसिला लिए आन क 
हे )_[क्‍क्‍क्‍../ 
अतर ता | 
सामूहिक 0 [कर पर हि, 7ई+ रण | हर 3 »2/0] 
ध -+ा ह्ड 
घन, 
सम; 
हाम्प- के है 
न्तरिक 2700 "2 0 जा --?//, ग् 
डे 5 
हर अ> -) 8 लय - ०६+ ध्न्ा [श्र ञ ॥, “८ 
पूर्ण “0000 7 ५८ -->4770०.. ] ९ अन्‍य खा हु 
ऑजय.. शताए ् 
35% 











इस सारणी हारा यह सरलता से देखा जा सकता है कि सम्पूर्ण वर्ग-्योग अतर- 
सामूहिक और समूहाम्यन्तरिक वर्गे-्योगो का योग है। इसी प्रकार ईुई स्वातश्य 


पेख्या भो अतर-सामूहिक और समूहाम्पन्तरिक स्वातत्य-सख्याओं का योग है। वर्ग 


२९४ सांह्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 


योगों का यह सयोज्यता-गुण भ्रसरण विड्छेपण में बहुत महत्त्वपूर्ण है यदि ह 
अतर-सामूहिक वर्ग-योग तथा सम्पूर्ण वर्गेग्योग का कलन कर ले तो समूहाम्यन्तरि 
वर्गे-योग पहले को दूसरे में से घटा कर मालूम किया जा सकता है। बसरण विशेष 
सारणी का उद्देश्य केवल इस प्रकार से समूहाम्यन्तरिक वर्गे-योग का कहने ही नह 
बल्कि अत में वर्ग-माध्यों के अनुपात # हा का परिकलत है। यही वह चर 


90 है 
जिसके मान के आधार पर हमें सव समूहों के माध्य के वरावर होने की परिकलता * 
जाँच करनी है। 
$ १९.९ कुछ कल्पनाएँ जिनके आधार पर निराकरणीय परिकत्पता 
की जाँच को जाती हैं , 

(7) मान छीजिए कि +-वें समूह पर किया हुआ शबाँ प्रेक्षण | 
प्रसामान्य चर है जिसका माध्य | और प्रसरण ०// है । इस दशा में हैं ॥/ 
को निम्नलिखित रूप में रख सकते है । 

५ नत गन 6 रख 
जहाँ 6,, एक प्रसामान्य चर है जिसका माध्य ० और प्रसरण ०० है। 
(2) यदि ये 6 ,, एक दूसरे से स्वतत्र हो तो 
जज 7 हि । लि 
श्नँ हि] 6५7४ नल ग्ढ् ५ ( ह॥हट ५ 
ऐसा ४१--चर होगा जिसकी स्वातत्य-संख्या (४--2) है। (देखिए $ $ !) 
गया ॥ 4 2 


इसी प्रकार 0 | 0/-0* ब्क 2, (५/-9*% 


भादि सव यादृच्छिक चरों के वटन भी %£ वंटन है जिनकी स्वातत्य ससख्याएँ ५ कक 
(६ “- 7), (!४--7)..-इत्यादि हैं । इसके अछावा ये चर एक दूसरे से स्वतत्र ५! 


हब 
इस कारण इन सबका योग न्‍्‌ का ञ (५-70? भी एक 2#-- चर है जिसकी 
कबन्य &॥ स्‍न््य 


प्रतरण-विष्छेषण २९५ 


सत्य संस्या हे (॥--7 ै (४-0 दे। (देपिए $ ९-४) 
[कक 


(3) अब यहाँ एक और कल्पना करते है । वह यह्‌ कि हर ए् टुकड़े के लिए 


प्रे्षण-प्रसरण बराबर है। यानी 
०० करे ०44 नस सतत ने 


इसलिए -2 -- -. $ » (0-0 भी एक #£क चर है। 
ण्प ग् डय क्‍तय 


इसके अलावा 

[-] - ((--)+(८/- ) 
यहाँ ह। एक 2२(०, -7“- ) चर है। इस कारण 
हि हू। (० हल चर है। इ 


दढ,, 6 .,............. दें , का भारित प्रसरण 








१4 


[४ परंतु 
फ » ॥(ढें।-6)* उन एक >%३.५ चर है । परंतु 
औब्ग्व 


5 ५ [6-)-0-) 


क््वि 


है| | (6 ;- < ) न 
क्श्य 


$ १९.१० #-परीक्षण 


यदि हमारी मिराकरणोय परिकल्पना यह हो कि 


है न्‍5 4 3«५५०५-०१० बल , तन | तो 


| न 

3 #(ढ।- ४)! +- है ॥ पी तन थे 

कक स्ल 

सरण न, एक 


कल्पना के अंतर्गत 


इसलिए इस परिकल्पना के अतर्गत अतर-सामूहिंक प्र 


४१, चर है और क्योकि यह 3, से स्वतंत्र है इस कारण इस परिकट 

॥:] $, [४-7 के 

मेज सं चर है। (देखिए $ ११-१) 
डक: एक ऊ#..क #+ है ( 





२९६ * सांश्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


यदि इसका प्रेक्षित मान सारणी में दिये हुए 77.., «.+ के पाँच अतिशत हि 
अथवा किसी निश्चित बिंदु से अधिक हो तो हम इस परिकल्पना को गत समझते हूँ। 

ऊपर हमने देखा कि कुछ परिवल्पनाओं के अतर्गत दो वर्ग-माध्यों का नपुप्ति 
एक #--चर होता है और इस कारण हम उन परिकल्पताओं की जांच प्रयोग हर 
कर सकते हैं । ऊपर यह सिद्ध करने के लिए कि इस अनुपात का वेटव म्वद्ध 
हमने प्रसामान्पतां आदि कुछ अन्य कल्पनाओं को भी अपनी मुख्य परिकत्वता कै सात 
मिला दिया था । स्ाल्यिकों ने गणना करके यह सिद्ध कर दिया है कि इत अन्य केले 
नाओं की अनुपस्थिति में यद्यपि चर का वटन/२-बटन नही होगा, परंतु उसके वास्तव 
बंटन की 95 प्रतिशत विश्वास्य सीमाएँ 7*-वंटन की 935 प्रतिशत विश्वास्य सीमाओं 
से इतने कम अंतर पर होगी कि हम .*-- वंटन का ही प्रयोग परिकल्पना को जाते है 
लिए यदि करें तो कोई विश्येप न्रुटि मही होगी । का 

इस उदाहरण में हमने देखा कि दो प्रकार की भुटियों में से एक प्रकार की बुटिकी 
अनुपस्थितति की परिकल्पना को कैसे जाँचा जाता है। अन्य कई ऐसी परिस्थित्याँ 
हो सकती है जिनमें कई प्रकार की त्रुटियाँ प्रेक्षण पर प्रभाव डालती है । इस ललित 
में हम वारी-बारी से हर एक की अनुपस्थिति की परिकल्पना की जाँच करना चाहेगे। 
इसके लिए यह आवश्यक नहीं है कि विचरण के प्रत्येक उद्गम की प्रभावशीलता 
जाँच के लिए एक नया प्रयोग किया जाय । प्रयोग की अभिकल्पना इस प्रकार की 
सकती है कि एक ही प्रयोग में सव परिकल्पनाओं की जाँच हो सके । आगे के 
का की कुछ अभिकल्पनाओ को उदाहरण सहित समझाने की चेष्ट 
गयी है। 


अध्याय २० 


यादृच्छिकीकृत-ब्लॉक अभिकल्पना 
(छ्मात0ठ्म्रांड०त 80०६ ए«क287) 


$ २०.१ ब्लॉक बनाने का उद्देश्य 


मान लीजिए, गेहूँ की चार किसमें है और हम प्रयोग द्वारा यह जानता चाहते है 
कि इनमें से स्वत्तिम कौन-सी है । यहाँ अच्छी किस्म से हमारा तात्परय उस किस्म से 
है जिसमें प्रति एकड़ अधिक गेहूँ उत्पन्न हो । यह कहा जा सकता है कि यह प्रयोग तो 
अत्यन्त सरल है। आप इन विभिन्न किस्मों को वोकर देख लीजिए कि किसमें गेहूँ 
अधिक होता है। परंतु आइए हम तनिक ध्यान इस वात पर दें कि इस प्रयोग में क्या 
क्या दिक्‍्कते हो सकती हैं। सबसे बडी और पहली दिक्कत तो यह है कि गेहूँ की उपज 
केवल उसकी किस्म पर ही निर्भर नहीं करती वल्कि वहुत हद तक जमीन भी इसको 
प्रभावित करती है। यदि धरती उपजाऊ हो तो उसमे मामूली किस्म का गेहूँ भी 
अधिक उपज दे सकता है । यदि इस प्रयोग में संयोग से अच्छी किस्म का गेहूं बजर 
धरती में वो दिया गया और मामूली किस्म का गेहूँ उपजाऊ धरती में बोया जाय तो 
यहसंभव है कि प्रयोग से निष्कर्ष उछटा ही निकले । इसलिए इस वात का धया* रखना 
पड़ेगा कि सब गेहूँ एक समान उपजाऊ घरती में बोये जायें। परत गार इत्यादि देकर 
तथा ऊपर से हल चलाकर और पानी देकर खेतों को एक समान करने की चाहे जितनी 
चैप्टा की जाय उनमें कुछ न कुछ अंतर रह ही जायगा । हर 

यदि आप यह सोचते हों कि एक ही खेत में बारी बारी से किस्मों को बोने से यह. 
समस्या हल हो जायगी तो यह भी आपका अम है। एक तो यह दिक्कत है कि धरती 
का उपजाऊपन समय के साथ बदलता है और किसी हद तक इस वात पर निर्भर करता है 
कि पिछले वर्ष इसमें कौन-सी फसल योयी गयी थी | इसके अलावा जल्बाइु का सेती 
पर जो महत्त्वपूर्ण प्रभाव पड़ता है उसे तो आप जानते ही है । इसके ही कारण एक 
ही खेत में एक ही प्रकार के गेहूं की उपज भी मिन्न-मिन्न वर्षो में भिन्न-भिन्न होती है । 
इसलिए यदि हमें गेहूं की किस्मों की तुलना करनी है तो यह आवश्यक है कि प्रयोग- 
काछ अलग-अलग न हों। 


२९८ सांह्यिफी के सिद्धान्त और उपयोग 


इस प्रकार हम इस मिप्कर्प पर पहुँचते है कि एक ही समय में बोर जहाँ तक हे 


सके एक समान उपजाऊ धरती पर ही इन सव किस्मो को वोया जाय। यदि एक हैं 
सेत के छोटे-छोटे विभाजन करके उसमें उनको बोया जाय तो यह आश्या की वा खो 
है कि इन विभाजनों के उपजाऊपन में विशेष अंतर नही होगा । फिरमी व 
इनमें अवश्य होगा और इसका ध्यान हमें ठुछना करते समय रखना पड़ेगा । यदियेधित 
उपजों का अंतर साधारण हो तो कदाचित्‌ यह इन विभाजनों के उपजाऊतत ४ बद 
के कारण ही हो और इस परिस्थिति में हमारे लिए यह कहना संभव नहीं है किक" 
सी किस्म सर्वश्रेष्ठ है अथवा किस्मों की उपज में कुछ अंतर है भी अथवा नहीं। 
$ २०-२ यादृच्छिकीकरण और पुनःप्रयोग (स्क्राांडिवांशा कार दशव्गांण) 
किसी विश्ेप किस्म को कोई तरफदारी हम अपनी ओर से नहीं करा चाहते । 
इसलिए किस विभाजन में कौन-सी किस्म का गेहूँ वोया जाय, यह निश्चय यादृच्किती- 
करण द्वारा किया जाता है। फिर भी संयोग के प्रभाव को कम करने के लिए यह भा 
इयक है कि एक ही किस्म का गेहूँ एक से अधिक विभाजन में वोया जाय । इस गा 
यदि सयोग से एक विभाजन उसे अच्छा मिल जाता है तो एक साधारण भी मिरे 
सभी विभाजन अच्छे या सभी साधारण हों इसकी प्रायिकता को घटा के हम लगभग 
शून्य के बराबर कर देना चाहते हैं । इसके लिए जो तरकीब साधारणतया काम में 
लायी जाती है वह निम्नलिखित है। 2५ 
एक साधारण लवाई चौड़ाई के भूमि खड को, जिसे आगे हम ब्छोंक कहे» 
चार भागों में विभाजित किया जाता है। इन भागों को हम प्लाट कहेंगे। ईगे जा 
भागों में एक-एक किस्म का गेहें वो दिया जाता है। कौन-से प्लॉट मेँ मोन्सा 
बोया जायगा, यह यादृच्छिकीकरण द्वारा तय किया जाता है। इन प्लॉटोंकेएक 
भूखड के भाग होने के कारण समझा जा सकता है कि इनके स्वाभाविक उपजाऊपन मे 
अधिक अतर होगा | इस प्रकार के भिन्न-भिन्न कई ब्लॉकों में आयोग किया जाती 
जिनमें से हर एक में गेहूँ की चार किस्मो के लिए प्छॉटो का वितरण यादृब्छिकीकर्ण 
द्वारा किया जाता है । 
$ २०-३ यसादृच्छिकीकृत ब्लॉक अभिकल्पना और पूर्णतः यादृच्छिकीह/ 
अभिकल्पना में अन्तर ३ 
इस प्रकार यदि कुल + ब्लॉकों पर प्रयोग किया जाय तो प्रत्येक प्रकार के गेहूँ 
के लिए + प्लॉट मिलते है । परतु यह 4 प्लॉटों में से # प्लाटों के यादृष्छिकीकर: 


पावृच्छिकोकृत-बलॉफ अभिकल्पना २९९ 


द्वारा चुनें जाने से भिन्न है। इस प्रकार की पूर्णतः यावृच्छिफोकृत अभिवल्पना 
(००्णएलिलेए उ््ावण्प्रमंटटव १०अंहुए) में इस घटना की प्रायिकता बहुत बम है 
कि हर एक ब्लॉक में हर एक किस्म का गेहूं एक-एक प्लॉट में वोया जाय । किसी 
ब्लॉक में किसी विशेष किस्म का गेहूँ दो या अधिक बार वोया जाता और किसी अन्य 
ब्लॉक में किसी अन्य किस्म का । यह सभव है कि ब्लॉकों के उपजाऊपन में काफी 
अतर हो । इस दा में यदि इन चार किस्मो के मेहूं की औसत पैदावारों की तुछमा 
प्रयोग में की जाय तो उसमें ब्लॉँक्नो के उपजाऊपन का अतर इतनी अधिक त्रुटि उत्पन्न 
कर देगा कि यदि इन किस्मो में अतर मामूली हो तो इस प्रयोग द्वारा हम इसे नहीं जान 
सकेंगे। परंतु हर एक ब्लॉक में प्रत्येक किस्म के गेहूं को एक एक प्लॉट में बोने से यदि 
ब्लोंड़ों के बीच में कुछ अन्तर हो भी तो उसका प्रभाव जाता रहता है। इस प्रकार वो 
प्रयोग अभिकल्पना को यादृच्छिकीकृत-ब्लॉक अभिकल्पना ( प्यावेगरयंय्व्दे 0०६ 
(6४) कहते हूँ । 

नीचे इसी प्रकार के प्रयोग का एक नवशा दिया हुआ है। घार किस्म के 
गेहुंओं को क्रमशः 4, #, 0 और 70 की सज्ञा दी गयी है। ब्लॉको को नम्बर 3, 
प॒ इत्यादि दिये गये है । इस प्रयोग में ब्लॉको की कुल सख्या छ है । 























. पा 
हि ः ० 4 
508 ॥ | कक 
प्र फ पा 
| 44-७.--+-----ततमन- हनन» मम». न्‍2--»-«»«-»»-«क-न«««म--न»««ा मनन“ 
| 2 ८ 7 ऊ हि 
4 हित हट ७ हे अं] ० | 





३०० सांब्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


$ २०.४ वे उपादान जिन पर पैदावार निर्भर करती है. 


किसी भी प्लॉट में गेहूँ की पदावार तीन चीजों पर निर्भर करती है। 


(१) गेहें को किस्म, 

(२) ब्लॉक की भूमि का उपजाऊपन, 

(३) ब्लॉक के अंदर का वह प्लॉट जिस पर यह 
अतिम चुनाव यादृच्छिकीकृत होने के कारण हम इस प्लॉट-अभाव का 
सकते है । इसलिए किस्मों के अतर की जाँच करने के लिए यह आवश्यक 
के प्रभाव को इस तुलना से हठा सकें। 

$ २०.५ ब्रादृच्छिकीकृत ब्लॉक अभिकल्पना के विक्लेषण के लिए एक 

गणितीय प्रतिरूप हि 

मान लीजिए कि ब्लॉक / के प्रभाव को ४ से सूचित किया जाता है और / 

किस्म के गेहूँ के प्रभाव को », से सूचित किया जाता है। #-ें ब्लॉक में/-ें 

गेहूं की उपज को यदि 9६ से सूचित किया जाता है वो 

27 कत अन्न 2 नी ५३ लिन ८32 

यहाँ 6; प्लॉढों के उपजाऊपन के अतर पर आश्रित एक यादृच्छिक चर है। 

पहले के उदाहरण की माँति हम कल्पना करते हूँ कि' € ;/ एक प्रसामात्य चर है जिंतकी 

माध्य 0 और प्रसरण ०९ है जो ब्लॉक पर अथवा गेहूँ की किस्म पर निर्भर तही करते। 

इसके अलावा ये सब चौवीसों €।| एक दूसरे से स्वतत्र हैं। क्योकि हम १/ 

४ का प्रयोग केवछ तुलना के लिए कर रहे हैं, इसलिए हम इनको क्रमशः किस्म-अमारव 

और ब्लॉक-प्रभावों और उतके माध्यों के अंतर मान सकते हूँ । इस कारण 


किस्म वोयी गयी है। महँ 
बृंटन मालूम कर 
है कि ब्लॉक 


जा 
जे हतत० ५ज० टन) 
क्या 
ए 
ज 2-० (2०.3) 
बज 
रा छ * ">> 20) 


साव छोजिए | उपनस त्क। 


यादृच्छिकोकृत-ब्लॉफक अभिकल्पना ३०१ 


-5 ५ ल जप ए. 
त्तो उन चू ट, धरती थक बण) 
घन 9)न॑- दें .। >> (20.5) 
हे पा 
जहाँ ढ्/च्जद्ु 2, 5० «० ०»([20.6) 


यहाँ )., एक प्रसामान्य चर है जिसका माध्य ५, और प्रसरण व्है। 
इसी प्रकार 9./ उन प्लॉडटों के प्रेक्षणों का माध्य है जिसमे #>नरी किस्म बोयी गयी 
है। यह भी एक प्रसामान्य चर है जिसका माध्य ४,, और प्रसरण -> है। ये दोनों 
चर स्वतसन्त्र हैँ इसलिए (% /-2 ) भो एक प्रसामान्य चर है जिसका माध्य 


(५/-५,) और प्रसरण -2- + डा -« -*- है। (देखिए $ <.३) 


यदि निराकरणीय परिकल्पना यह है कि 7/55०/ तब इसके अतर्गत इस 
प्रसामान्य चर का माध्य ० होगा । यदि हमें ०* का मान ज्ञात हो तो इस परिकल्पना 
की जाँच इस प्रसामान्य बटन के आधार पर कर सकते है । परतु ०? वास्तव म॑ ज्ञात 
नहीं है और इसका अनुमान छूगाने की आवश्यकता है। 


$ २०.६ विभिन्न परिकल्पनाओं के अन्तर्गत ० का प्रावकलन 


हम % से(>- |» 9, और 9 से-- > 9 अथवा कप हक को 


म््ध 


श्य्ए को 
सूचित करेंगे जो दोनो व 3 5३% के वरावर है। इसी प्रकार 


उच्च खच्स्सी 
एछ 
5 8 ५ 4 ठ्र प्रा 
है है..." ढ्. ज &+% हक 5 श्ख >> &॥ 
4. उच्च 6 बचत थक नया खर्स 


ए 


5 बे 
(0 करिए 2) चूहे (शर्त ड.)- 5 3 
हि देखिए समीकरण (2०3) और 205) 


३०३ सांदिणिफी फें छद्धएत 
9... 8 
>> ल्‍ ४॥7 3 (व्था ८) 
वब्गी ॥/229 
छ 
ना 2 थ्र्थ (ढ्थाः ) 
डक 
परंतु थे भी उ , स्वत है । इस कारण 
3) जि 3 टेट 
>> 3326-77 का 
_.ठ् न्‍5 बट 2 
प्न (६८. ) 
झ्न्न्0 
४ 
ककन्‍्तु हुए एक है / का बदन ](० लि -) है इस कारप-दु का बसी 
अनुमान यू 5 (८५- ं है' (देविएं $ शछ-रेन) 
0 3. लकी 
4 ढँ ल्‍्2 हर 
गाली ८7 »-- ८6 लक-77 न का हुई 
5. +8 काठ अनमिलत प्रतक 3 ० /72 
यदि सब बराबर हों वो 
निज र्शडी (देखिए समीकरण 3) 
7 7 ०्गो 
दवा हैं (520४ ३) 5 (2 
(») इदी प्रकार 
हु रे 5५ हि 2० 
8 जि 9४) * 5 मे हते य ५ 
यदि ब्लॉको के कऋारण उपर्ज पर कोई भभायँ पड़ेता हो वी 
कप स्तविय नए ०0५ +श 2 जौ 
> ५४ -77) त्त्त 3० का. अजित: (्ण्गे 


यावृच्छिकोए्ठत-#॥लॉफक सनिरत्पना ३०३ 


$ २०.७ बिना परिकल्पना के ० का प्रावकलन 
इस प्रकार हमें दो परिकल्पनाणों के अतर्गंत ० के दो विभिन्न प्रावकलक प्राप्त 

हुएं। अव देसना यह है कि घिना परिकल्पना के भी ०* का जनभिनत प्रावकलन सभव 
है अथवा नहीं । 

श्छ ध्य्छ दक 

ड़ बे; (2 ग्न्न्ज पट (०, नी & -- <,॥ -- £ )* दिखिए समी- 
करण (20.7), (20.2) और (20.3)] 
! $ 


हई छ 
6 5 ४०7++७ ॥//+ 2 >»(५॥/-४)१ 
बचत वचन मा 


॥| 


2 रा 9 5. 
नये जे ४/४+ ७ 9 ०० (५-४ )+2 » 20 (०,/-- 5) 


बच | कच्चे )न्स्म 


इनमें से अतिम तीनो राशियाँ शून्य के बरावर हैँ क्योकि 2, ह और ९॥ 
एक दूसरे से स्वतत्र हैं। और मे (५) +२ 5 (0) 55 ०. (देसिए $ ४.९) 


जम रा पं एछ प्‌ है 
इस प्रकार ७५ » (॥/ -- 3)* का प्रत्याशित मान 6 22/+4 20/+723 
वच्च व्य्मि /च्च्त' ख्चि 


है। इसने से यदि 6 » (४».,-- 2)+4 > (०70 ) घटा दिया जाय तो शेष 


राशि का प्रत्याशित मान 75०* होगा । यह अनुमान किसी परिकल्पना पर 
आधारित नहीं है। 


३ २०८ प्रसरण विश्लेषण सारणी 
इस प्रकार के कुल तीन प्राककलक हूँ । 


१: बय क्स्मों 
0 6 (777 2? यह इस परिकल्पना पर आधारित है कि गेहूँ की वि 


08 3 
मे पैदावार के दृष्टिकोण से कोई अन्तर नही है। या 


24 २ ४४ न ए8 *₹ ४० 


बेण४ड सांक्ष्यफी फे सिद्धास्त और उपयोग 


७... # 3 0-3) 


यह इस परिकल्पना पर आपारित है कि ब्लॉको के उपजाऊपन मे कोई अंतर नहीं 
है अथवा 
8, <+ 8 ५5 800 क+ 8५ तत 85० 07 
ज्यफ डर 9 भर पा, 7 
(/-- 9 )१ ..... 65 (». 3.9. पक 
0... | 20-7- १" णए) 
75 
यह सभी परिकल्पनाओं से स्वतन्त्र हैं ॥ हम इन सव निप्कर्पों को एक प्रस॒रणे 
विश्लेषण सारणी के रूप में रस सकते हैं । 
सारणी संख्या 20.4 
प्रसरण विइलेषण सारणी 
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त्रुटि 9. बाकी अंक 3०. 7॥86 न 
यु 
ज्ल फ कप रे 
कुछ 3 20४72" 23 





व््ञ्प > जय 5 न अम्क तर 


* यह राशि ७. &, और 5, के योग को ७ में से घटा कर आप्त की 
जाती है। &८--४--(अ--&,) 
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६ २०.९ परिकल्पनाओ की जाँच 
सब ४, पून्य के बरावर है इस परिकल्पना के जतर्गत )/, और 3४, दोनों ही ०। 
के प्रावकलक हैँ और दतिया क्रमश ४? और ४ चर है। इस कारण ्र् 
० रण न्‍] है १ 
8,,5 एक चर है। (देसिए $ १११)यदि प्रयोग में इस अनुपात न का मान 
&,६ के पाँच प्रतिशत बिंदु से अधिक हो तो हम उस परिकण्पना को असत्य 
समझेंगे जिसके भाधार पर हि का बटन 23,& था अर्थात्‌ हम इस निष्कर्ष पर 

(३ 


पहुंचेंगे कि किस्मों में पैदावार की दृष्टि से वास्तविक अतर है। 
इसी प्रकार यदि हम यह जाँचना चाहें कि ब्लॉको के उपजाऊपन में कुछ अंतर 


है अयवा नही तो - के 2९, चर होने का उपयोग किया जायगा। अधिकतर इस 


प्रकार की जाँच में वैज्ञानिक को रुचि नही होती । यदि वह यह जाँच करता है तो केवल 
यह जानने के लिए कि प्रयोग में ब्लॉकों के निर्माण से कुछ छाभ हुआ अथवा नही । 
यदि एक किस्मों के समान होने की परिकल्पना इस विश्लेपण द्वारा असत्य नही 
ठहरती तो अछूग अलग किस्मों के युग्मो की तुलना अर्थहीन और बेकार है। परतु 
यदि यह असत्य ठहरायी जाती है तो हमें यह पता छूगाना आवश्यक हो जाता है कि 
आखिर इनमें से कौन-सी किस्म सर्वोत्तम है। यदि प्रेक्षित उपज के अनुसार इन किस्मों 
को क्रमदद्ध किया जाय तो दो क्रमागत ( ८०॥४८८प४४० ) उपजों का अतर 
अर पूर्ण है अथवा नही, यह भी हम जानना चाहेंगे । 
हम यह पहिले ही देख चुके है कि $./--2./ का प्रत्याशित मान #/-०/ 
0 
है। यदि ४,/--०/ हो तो (3. -- 2./) एक रे (० जब) , चर होगा। 
इसलिए [(>,-9./ )|2//5/6 एक #-चर होगा । ईंप प्रकार हंस # 
और »/ के बराबर होने की परिकल्पना की जाँच कर सकते हैं । 
५ २०.१० उदाहरण 
२०.१०.१ आँकड़े 
नीचे एक उदाहरण द्वारा यह सारा तरीका विस्तासपूरवक समझाया गया है दा 
ने द्वारा जो पहिले दिया,विभिन्न प्डॉटों की प्रेक्षित पैदावार ॥/ दिखलायी गयी है 
र्‌० 


३०६ सांहियकी के सिद्धान्त और उपयोग 


6 6 | 6 प्र 








जाता है। 


परिकलन के लिए इन आँकड़ो को नीचे दी हुई सारणी के रूप में रख दिया जात 
2 संख्या 20-2 
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$ २०.१०-२ विश्लेषण 
धा छ रू 
5,ज+अतर--किस्म बर्ग--योग 5 » » (/,-)) 


० 5 है 
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हे > हों ०६ शा 9 4 
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22.00 
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५ 
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>२778--726 
मर52.00 


३०६ सांहियकी फे सिद्धान्त और उपयोग 


॥ ॥॥ ५ प्या 
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परिकलन के लिए इन आँकड़ों को नीचे दी हुई सारणी के रूप में रख दिया जाता है। 
सारणी संख्या 202 
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$ २०.१०-२ विश्लेषण 
| दि 2 की. «0... 5२ 
5,>मत्तर--किस्म बर्ग-योग ल्‍£ » ७ (/,-))ः 
4००३] [स्ज्डी 
शा 90. 2 आ ? कम 
ब्ज्जे अत 3 ।+ 
#च्बव्‌ स्व |] /ध्वव 
0 ली 2 । 0 / मम 
लन्ड 2») -[2 52%] 
कष्ज्व (जज >ब्ज३ सारे 
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6 24 
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रे जाए. शाए._ 
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कद य्र (4+ (28/--(6)-+-(2०*-+-(2०*+ (24)]-- स् (732) 


ू>748--726 
>>22.,00 
5. आर भा छ शाफए.,__ 
हा उह कयोग लत 3, 53 फै तक है 
45७3. /क्‍र्न्म बा अत 
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३०्८ सांक्यिकी के सिद्वाग्त और उपयोग 


४ $८55--$,--७५ 
स्+52.00--3.33ल्‍-22.' 
ब््म6.67 
सारणी संख्या 20:5 
प्रसरण विश्लेषण सारणी हा 
विचरण का | दरे्योग सर वर्ग-माध्य | अनुपात दा |; 
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कुल 5-+52-00| 


इस प्रकार ब्छॉको का अंतर और, किस्मों का अतर दोनों ही अर्थ पएं हैं! 
किसी भी ब्लॉक के प्रेक्षणों के जोड़े का प्रसरण 4०% होगा | इसलिए किन बा 
ब्लॉकों के प्रेक्षण-योगों में 220:2८%/ 70. से अधिक अंतर हो तो हम उसे अर्ग हैँ 
समझेंगे। (देखिए $ १०६) यहाँ £ का अथं है ६६ का 25% बिंदु जिसकी मात 
2.37 है। (देखिए सारणी संद््या १०-३१) दो.ब्लॉकों के प्रभावों में वास्तविक 
न होने पर उनके प्रेक्षण-योगों के अन्तरकें 23037 26 ४) पठ:ह89 पे 
अधिक होने की प्रायिकता पाँच प्रतिशत से.कम है । इस प्रकार से ब्लॉको की ढंग 
के विश्केषण को हम निम्नलिखित रूप में रख सकते है 
- ग्र, [व गा) (व ए) या 

यहाँ दो ब्लॉकों को एक कोष्ठ में-रखने का अर्थ है उनकी बिलकुल समावत | 
ब्लॉको को उपज के अनुसार क्रमवद्ध कर लिया, गया है -ब्छॉंक 7 में प्रेलित उपज 
सबसे अधिक है । परतु यह ,एय,ए अबबा ए की-उपज से साह्यिकीय दृष्टिकोर्ग 





* देखिए सारणी उप .7 


यादृच्छिकोकृत-ब्लॉक अभिकल्पना ३०९ 


से इतनी अधिक बड़ी नही है कि अतर को अर्थपूर्ण समझा जाय । केवल] और वा 
में अतर सारपूर्ण समझा जा सकता है क्योकि यह अतर 8.96 से अधिक है। जिन 
ब्लॉंकों में सास्यिकीय दृष्टिकोण से अर्थ॑पूर्ण अतर नहीं है उनके ऊपर लिखित सकेत 
के अनुसार एक मोटी छकीर खीच देते हे । 

इसी प्रकार दो किस्मो के प्रेक्षणों के योगों का अतर अर्थपूर्ण होगा यदि वह्‌ 
26 2.372 १/6)5.70घन्‍77.00 से कम न हो । 


इस प्रकार 4 (४ 235 
अर्थात्‌ 4, (2 और 7 में कोई अयं-पूर्ण अंतर नही है । इसी प्रकार ८, 22 और ऊ# में 
कोई अन्तर नहीं है परंतु 4 और 8 का अतर अर्थ-पूर्ण है । प्रेक्षनों के आधार पर उपज 
के अनुसार इन चार किस्मों का क्रम 4, ०, 72 और # है । 
$ २०.११ ब्लॉक 

यद्यपि अधिकतर प्रयोग अभिकल्पनाएँ आरंभ मे खेती के प्रयोगो के लिए ही सोच 
कर निकाली गयी थी परंतु इन्ही अभिकल्पताओ का अन्य क्षेत्रो में भी उपयोग होता 
है। उदाहरण के लिए खूराक के एक प्रयोग मे एक साथ पैदा हुए सूअर के बच्चों के 
समूह का एक ब्लाक की तरह उपयोग किया गया था । ब्लॉक शब्द का प्रयोग अभि- 
कल्पना में भूमि-खंड के लिए ही नही वल्कि किसी भी ऐसे प्रायोगिक इकाइयों के समूह 
के लिए किया जाता है जिसके अदर इकाइयो को यादृच्छिकीकरण द्वारा उपचारो के 
साथ सयुक्त किया जाता है। इनको संपूर्ण समण्टि की तुलना में अधिक समाग 
(०70०8८॥०४५) होना चाहिए। 

, प्रयोग के विदछेपण में यदि हम यह पायें कि अतर-ब्लॉँक वर्ग-माध्य और चुटि- 
चग-माध्य क। अनुपात अर्थपूर्ण है तो यह समझा जा सकता है कि ब्लॉक वनाना जभि- 
कल्पना में छाभदायक सिद्ध हुआ है। यदि यह अनुपात अर्थपूर्ण नही हो तो कदाचित्‌ 
यह ब्लॉक बनाना बेकार था अथवा इससे विश्येप छाभ नही हुआ। यह ध्यान देने योग्य 
बात है कि यदि पिछले प्रयोग में ब्लॉक नही बनाये जाते तो अतर-ब्छाँक-प्रसरण भी त्रुटि 
वर्ग माध्य में मिछ जाता और यह संभव था कि किस्मों की उपज का अतर जो इस 
प्रयोग के द्वारा अर्थ-पूर्ण ठहराया गया है--विना ब्लॉक के प्रयोग के अर्थहीन माना 
जाता । इस प्रकार ब्लॉक निर्माण का प्रयोजन प्रयोग को अधिक सुप्राही बनाना है। 


अब्याय २१ 
लेटिन-वर्ग अभिकल्पना 
(॥,209 5घ०४४० 0८४87) 

8 २१.१ प्रयोग को सुग्राही वनाने का प्रयत्त हु 

पिछले प्रयोग में हमने देखा था कि किसी उपचार के प्रभाव के प्रावकेतर्क 
जो भ्रुटि होती है उसका एक भागब्लॉकों के बीच का अंतर है। एक विदेप प्रकार की 
प्रयोग-अभिकल्पना द्वारा कुल ग्ुटि में से इस भाग को घटाया जा सकता है और इस 
प्रकार प्रयोग को अधिक सुग्राहदी बनाया जा सकता है । यदि ब्लॉकों के अंतर के अति- 
रिबत हमें शुद्धि का कोई अन्य कारण भी ज्ञात हो और उसको भी किंसी विशेष अर्ि- 
कल्पना द्वारा हृठाया जा सके तो प्रयोग और भी अधिक सुग्राही हो जायगा। सन 
क्षण से सवध रखनेवाले इस प्रकार के एक प्रयोग का विवरण नीचे दिया हुआ है। 
इसके विश्लेपण के लिए प्रतिरूप (77002) से आरंभ करके सारा सिद्धात नहीं परम 
साया गया है। आशा है कि पिछले प्रयोग के प्रतिरूप और विदलेषण को ध्यात 
रखकर इसके विभिन्न चरण क्या होंगे यह आप स्वयं ही तय कर सकते हूं 
$ २१.२ उदाहरण 

आजकल पचवर्षीय योजना का बड़ा जोर है। आशा की जाती है 
में प्रति मनुष्य औज़त आमदनी दुगुनी हो जायगी । भली-भाँति योजवा की निर्मा् 
करने के लिए यह जानना आवश्यक है कि भारत के निवासी इस बढ़ी हुई आमदगी के 
प्रयोग किस प्रकार करेंगे । यद्यपि कोई भी इसकी भविष्यवाणी नही कर सकता, 
आजकल भिन्न-भिन्न आधिक स्थिति के छोग जिस प्रकार अपनी आमदनी के कह 
करते हैँ उससे इसका वहुत कुछ अनुमान हो सकता है। अब समस्या यह की है 
कि आजकल लोग किस प्रकार खच करते हैं। इसके लिए सरकार की और से ब* 
बड़े सर्वेक्षण होते है । इसमें कुछ मनुष्य घर-घर जाकर छोगों से उनके व्यय के विषय 
में पूछताछ करते हैं । आपको इस समय कल्पना करनी चाहिए कि कोई अस्वेधर्क 
आपसे आकर भिन्न-भिन्न वस्तुओ पर आपके खर्च के बारे में पूछताछ करता हैं। 77 
आप वास्तव में उसे यह सूचना दे सकते हैं ? यदि आप रोज का ब्योरेवाद हिसाब 
_ख्खते हैं तो आपको कुछ कठिनाई नही होगी। परतु वास्तव में बहुत कम छोग ए। 


कि पद्वह वर्षो 
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है जो रोज का हिसाव रखते हैं । ऐसे छोगो को दिसाव केवल जनुमान से ही बताना 
पड़ेगा । इस दा में श्रुटि होना प्रायः अनिवाय है । 


यद्यपि गछती को विलकुछ हटा देना असमव है, परतु हम जानते है कि इस भ्रुटि 
को दो उपादान प्रभावित करते हैं। एक तो है निर्दिष्ट काल (उ०लिला८८ 
एथयं०६ ) । यदि आप केवल पिछले दिन के सर्च के बारे में पूछेतों उसमे जितनी 
गरती होगी बह पिछले सप्ताह, पिछले पसवारे जथवा पिछले माह के पर्च की जिज्ञासा 
के उत्तर में की हुई गलती से भिन्न होगी । इसके अलावा यह अन्येपक पर भी निर्भर 
है कि वह किस प्रकार प्रश्न पूछता है। भिन्न-भिन्न प्रकार के प्रश्न पूछने से भिन्न-भिन्न 
प्रकार के उत्तर मिलेंगे । उदाहरण के लिए आप एक तो सीधे-सीथे यह पूछ सकते है 
कि पिछले महीने फलो पर कितना सर्चा हुजा । इसी प्रइन को दूसरे ढग से भी पूछा 
जा सकता है। अस्वेपक बारी बारी से सब फलो का नाम छेकर पूछ सकता है कि इस 
पर पिछले माह कितना कितना सर्च किया गया । इन सब सर्चो के जोड से भी 
महीने भर में फडों पर किये हुए सर्च का उसे पता चछ सकता है। एक तरीका यह भी 
है कि केवल फल्तों पर ही नही वल्कि अन्य वस्तुओ पर भी सर्चा पूछा जाय । इस प्रकार 
कु आमदनी और खर्चे की तुलना से झायद विभिन्न वस्नुज़ों पर हुए खर्चे से अधिक 
अच्छ अनुमान की आशा की जा सकती है। 
यदि किसी भनुष्य के पास एक एक दिन का प्रत्येक फल का सर्चा लिखा हुआ 
है तो तीनो प्रकार से प्रश्न करने पर एक ही उत्तर मिलेगा | परतु उत्तर यदि याद- 
दाश्त पर ही आश्रित है तो एक ही मनुष्य इन तीन प्रकार से प्रइन करने पर भिन्न-भिन्न 
उत्तर दे सकता है। इसके अलावा एक ही प्रकार के प्रश्न करने पर भी एक ही मनुष्य 
भिन्न-भिन्न स्थितियों में भिन्न-भिन्न उत्तर दे सकता है। 
खर्चे के संवध में हुए सर्वेक्षणों मे विभिन्न निर्दिष्ट कालो और प्रदन पूछने के भिश्न- 
भिन्न तरीकों का प्रयोग होता रहा है। अव प्रइन यह उठता है कि क्या इन सर्वेक्षणों 
के फछो की तुलना की जा सकती है । मान लीजिए एक सर्वेक्षण उत्तर प्रदेश और एक 
भद्वास में होता है। क्या हम इन दो सर्वेक्षणों की मदद से यह जान सकते है कि मद्रास 
और उत्तर प्रदेश के लोगो की खर्चे की आदते कितनी भिन्न है ? यदि हम यह जानते 
हों कि इन दो सर्वेक्षणों में भिन्न-भिन्न निर्दिष्ट काल और प्रश्न पूछने के भिन्न-भिन्न तरीकों 
का उपयोग किया गया था, और इसके साथ यह भी जानते हों कि निदिष्ट काछ और 


परीकों के भिन्न होने से सूचना में सचमुच अतर पड़ जाता है तो इस श्रश्न का उत्तर 
नकारात्मक होगा । 


अध्याय २१ 
लैटिन-वर्ग अभिकल्पना 
(7469 $5घए००४० 706अ87) 


8 २१.१ प्रयोग को सुग्राही बनाने का प्रयत्न 
पिछले प्रयोग में हमने देखा था कि किसी उपचार के प्रभाव के प्रावकलक में 

जो त्रुटि होती है उसका एक भागब्लॉकों के वीच का अंतर है। एक विशेष प्रकार की 
प्रयोग-अभिकल्पना द्वारा कुल त्रुटि में से इस भाग को घटाया जा सकता है और इस 
प्रकार प्रयोग को अधिक सुग्राही वनाया जा सकता है। यदि ब्लॉको के अतर के अति- 
रिक्त हमें भुठटि का कोई अन्य कारण भी ज्ञात हो और उसको भी किसी विशेष अभि- 
कल्पना द्वारा हटाया जा सके तो प्रयोग और भी अधिक सुग्राही हो जायगा । सर्वे- 
क्षण से संवध रखनेवाले इस प्रकार के एक प्रयोग का विवरण नीचे दिया हुआ है । 
इसके विश्छेषण के लिए प्रतिर्प (7700 थे) से आरंभ करके सारा सिद्धांत नही सम" 
झाया गया है। आश्ा है कि पिछले प्रयोग के प्रतिरूप और विद्छेषण को ध्यान में 
रखकर इसके विभिन्न चरण क्या होगे यह आप स्वयं ही तय कर सकते है! 

$ २१.२ उदाहरण ४ 

आजकल पंचवर्षीय योजना का बड़ा जोर है। आशा की जाती है कि पर्द्रह बर्षों 

में प्रति मनुष्य औसत आमदनी दुगुनी हो जायगी। भली-भाँति योजना का निर्माण 
करने के लिए यह जानना आवश्यक है कि भारत के निवासी इस बढ़ी हुई आमदनी का 
प्रयोग किस प्रकार करेंगे। यद्यपि कोई भी इसकी भविष्यवाणी नहीं कर सकता, परंतु 
आजकल भिन्न-भिन्न आथिक स्थिति के छोग जिस प्रकार अपनी आमदनी खर्च 
करते है उससे इसका बहुत कुछ अनुमान हो सकता है। अब समस्या यह जानने की है 
कि आजकल लोग किस प्रकार खर्च करते है । इसके लिए सरकार की ओर से बढ़े 
बड़े सर्वेक्षण होते है. । इसमें कुछ मनुष्य घर-घर जाकर लोगो से उनके व्यय के विषय 
में पूछताछ करते है। आपको इस समय कल्पना करनी चाहिए कि कोई अन्वेषक 
आपसे आकर भिन्न-भिन्न वस्तुओ पर आपके खर्च के बारे में पूछताछ करता है। कया 

आप वास्तव में उसे यह सूचना दे सकते हैं? यदि आप रोज का ब्योरेवार हिसाव 


_ रखते है तो आपको कुछ कठिनाई नही होगी | परंतु वास्तव में बहुत कम छोग ऐसे 
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हैं जो सेज छा हिसाब रखते हूँ । ऐसे छोगों छो हिताव केदल अनुदान 


डुगा ॥ इस दया में च्रुद्धि होना प्रावः अतिवाये 




















बच्चप्ति बस्ती छो विलदुछ हटा देना झकसमत्र है, परलु हन बानत हू 








प्रमाविव करते हैं। झुछ तो है मिदिम्द काख 
इस पिछले की 


दिन के खर्च के बारे में पूछे 
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पर दिक्षेद्त माह क्षितना कितना स्व 
सद्वीने भर ने झदों पर किये हुए सकता है। एक तरोदछा यह भी 
हैं कि केबच उठों पर ही नह बल्कि खर्चा पृ जाथ । इस प्रत्ञार 
छुछ आनदनो कोर खर्चे को तुख्त वस्तुओं पर हुए खर्चे से ऋषिझ 
अच्छे अनुमान की जाया हो जा उच्ठो 

यदि हिसी मनुप्य के 
है तो वीनों प्रक्षार ने पश्त 

है वो 





जप! 
न 
श् 
भ 


३१२ सांख्यिको फे सिद्धान्त और उपयोग 


$ २१.३ आँकड़े 

मान छोजिए, हमें चार निर्दिप्ट समयों और चार प्रश्न पूछने के तरीकों का 
अध्ययन करना है । इसके लिए एक प्रयोग किया जा सकता है जिसमें चार व्यक्तियों 
पर चारों निर्दिष्ट काछों और प्रह्न पूछने के चार तरीकों का प्रयोग करके देखा जा 
सकता है। यद्यपि इस प्रकार के प्रयोग में कुछ दोप है जिससे यह तुलना अ्रमात्मक हो 
सकती है परतु इस अभिकल्पना को और उसके विश्छेषण को समझने के छिए यह्‌ 
उदाहरण पर्याप्त होगा । 

«हम उन मनुष्यों को जिन पर प्रयोग किया गया है 44, 8, (? और 70 से सूचित 
करेंगे। प्रश्न पूछने के तरीको को सख्याओं से और निर्दिप्ट-काछों को , गा, [ और 
प9 से सूचित किया जायगा । सारी अभिकल्पना को नीचे दिये तरीके से सारणी 
में रखा जा सकता है। 


सर 








सारणी संख्या 2/. 
लि कक | माध्य 


ले ए | गा | पए 
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3 ए 32 
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(८ हु | 
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(2 72 44 छठ 
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8 २१.४ लैटिन वर्ग स 
इस ऊपर की सारणी में आप देखेंगे कि एक वर्ग है जिसे चार प' (म०्फ़ड रे 
और चार स्तंभों (८०र्णापप्ग05) द्वारा सोलह भागो में बाँठा हुआ है। इन भागों 
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में चार अक्षर 4, 8, 0: और 70 लिखे हुए है । इनको इस प्रकार बांटा गया है कि हर 
एक अक्षर हर एक पवित और हर एक स्तभ में एक बार और केवल एक ही वार 
आता है।इस प्रकार के बर्ग को लैटिन वर्ग (40॥ 54०थ८) कहते हैं। इस 
प्रयोग में एक 4) ६ लेटिन बर्ग है जिसमें चार पक्तियाँ और चार स्तभ है । इसी 
प्रकार 5.८5, 6८6, 7१८7 इत्पादि विभिन्न परिमाणो के लैटिन वर्ग होते हैं । 
$ २१.५ विश्लेषण 
हर एक भाग में अ्षक्षर के अतिरिक्त एक सख्या भी दी हुई है जो एक मास में हुए 
कुल सर्च को सूचित करती है। यह तीन उपादानों (9८७०7) पर निर्भर 
करती है, (१) व्यवित (२) निर्दिष्ट काल (३) प्रश्न का तरीका | इसके अलावा 
कुछ त्रुटि और रह जाती है जिसको एक प्रसामान्य चर मान कर पिछले प्रयोग की 
तरह विश्लेषण किया जा सकता है ॥ 
5, >>भतर-निर्दिष्द-काल वर्ग-योग रू भव (207४: 8747+8807 
_झ. 05427 
76 
_० 39602 __ 23077754 
4 76 
ब्नच 749,203--748,670'25 
59275 


8, -- अंतरःप्रस्व-विधि वर्ब-योग -+ 32०७ 0777--073/+ (4०27 
हे 4 


__ (542 
76 


| 





जन 748,74050--748,670'25 
सन 730“25 
उन सब ख़ानों की संख्याओं का योग जिनमें ५4 है ८ 
उन सब खानों को सख्याओं का थोग जिनमें & है. 5 
उन सब खानो की सख्याओ का योग जिनमें है हू 720 
उन सब खानों की सख्याओ का योग जिनमें 720 है #+ 


रे१४ सांह्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 
/. 5, -+ अंतरूव्यवित बर्ग-योगन्‍- 322 690? 6207+(80)_ 
के 


054 
पर6 
| 276,983"50--748,60*25 
हि ज८ 68,373:25 
355 कुछ वर्ग-योग- [50०१4-(90ए-9०*+छ'न-[ए०े* 

+(62१+-02*+(2००१-+-(३०१+(७७)१ 
+095)-+-(547+(०००*+-(०९+-(७०७४ 
+ण्णगु -( ३४ 


नत 2आ7,754/00--748,670:25 
न्5 6943"75 
8८5७--(2+-&३+-59)5:69,743"75-- (59275+-730'25+-68,373*25) 
47:50 
इन संद परिकछनों को 56 पक सारणी के रूप में रखा जा सकता है 
सारणी संख्या 2:2 
लेटिन-वर्ग अभिफल्पना के लिए प्रसरण-विश्लेषण 


विचरंण का सस्वातत्र्य हद मु | ल्‍् का 5% 
बर्गन्योग बर्ग माध्य | अनुपात १) 
उद्गम | सख्या, ६880 2 हा सान्‌ 


ता छू की |[| एछ 7 छ | (०9 


हर 
निरदिष्ट समय | _3.| 3.3039245 [27797 349 | 476 














2५ 
प्रशन-विधि | 3 $,>-73025 | 297-43742 (हुक, तत5 4१| 476 





व्यक्ति 3. [$37568373 | | | 





जुट | 6 | 36473 | ॥/ल्‍779 | | 











कुछ 75 8-+69,743"75| हि | | 
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निर्दिष्ट काछ और प्रश्न विधि दोनों के लिए प्रसरण अनुपात अर्थपूर्ण है क्योंकि 
#, के पाँच प्रतिशत विदु 4.76 है। (देखिए सारणी सख्या 37.7) वास्तव में 
निर्दिष्द काल के लिए अनुपात तो बहुत अधिक अर्थ-पूर्ण- है क्योकि यह 27%, के 0.7 
प्रतिशत विदु 23.70 से भी अधिक है । इस कारण अब हम प्रइन के तरीको के युग्मो 
और निदिष्ट काछों के युग्मो की तुलना करना चाहेंगे। 

यदि हम दो निदिष्ट कालों की तुलना करना चाहें तो इसके लिए हमे उन दोनों 
निर्दिष्ट कालो के लिए जो माध्य है उतका अतर लेता होगा । क्योकि ये दोनों माध्य 


एल, 7 ०8 
चार चार प्रेक्षणों पर आधारित हैँ इस कारण इनके प्रसरण -- हैं जहाँ ०? एक अकेले 
4 


णच | 
प्रेक्षण का प्रसरण है । इस कारण इनके अतर का प्रसरण हे च्ल्प्र है। 
4. 4 
| 
०४ 
2 
चर समझा जा सकता है। इसके अतिरिक्त (त्रुटि वर्ग योग) +०! एक १५ चर 
५/ बह का जब 
है इस कारण -_ /... . ४ पृदि वर्ग माध्य बुटि वर्ग माध्य एक ६ चर होगा । 
गौ था 
यदि # के पाँच प्रतिशत बिंदु को /से सूचित किया जाय तो & का मान 
ही से अधिक होने पर हमें 2९ के माध्य के शून्य होने में सदेह होगा। 
हा 





यदि इनके अन्तर > का माध्य शून्य हो तो --- एक प्रसामान्य 2४(०,7) 
7] 


ऊपर की सारणी (23.2) में त्रुटि-वर्ग-माध्य +८ 7.92 है । अतः (/िट ० ++ 
जन 24472 त्सि नत 4-87 
3 
इस प्रकार निदिष्ट काछो के लिए 
॥॥ उप्र पा । 
तथा तरीकों के लिए 
4 ६ ह. 3 
(देसिए सारणी संख्या 27.7) 
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$ २१.६ साधारण 

लैटिन वर्ग अभिकल्पना का प्रयोग सेती संबंधी प्रयोगों में अधिक होता है। 
उसमें वास्तव में धरतो पर यह बर्ग बनाया जाता है और पौधों की जिन किस्मों की 
तुलना करनी दो उन्हें इस प्रकार लगाया जाता है कि हर एक पक्ति और हर एक 
स्तम्भ में एक किस्म केवछ एक ही वार बोयी जाय। इस प्रकार के प्रयोग का विश्लेषण 
उदाहरण में दिये हुए ढंग से किया जाता है। ऊपर के प्रयोग में यदि यादृच्छिकीकृत 
ब्लॉफ-अभिकल्पना का उपयोग किया जाता तो हम एक प्रयोग द्वारा केवछ एक ही 
परिकल्पना की जाँच कर सकते यें--तरीके से सवधित अबवा निरदिप्ट काछ से 
संवधित। परन्तु लंटिन-बर्ग के रूप में रसने से इन दोनों ही परिकल्पताओं की जाँच 
एक ही प्रयोग के विश्लेषण की सहायता से की जा सकती है। 

खेती सबंधी प्रयोगों में इसका उद्देश्य किस्मों के प्रभाव को दो अछग-अलम प्रभावों, 
पक्ति-प्रभाव और स्तम्भ प्रभाव से मुक्त करना होता है। उनमें हम केवल एक ही 
परिकल्पना की जाँच करना चाहते हँ---वह यह कि किस्मों में कोई विशेष अन्तर 
नहीं है। इस प्रकार आपने देखा कि इस प्रयोग-अभिकल्पना का धलग-अलग उद्देश्यों 
से उपयोग किया जा सकता है, परन्तु विश्लेषण की विधि वही रहती है। 


अध्याय २२ 
बहु-उपादानीय प्रयोग 


(&2७०पंग छडएऊु९घं॥८0५७) 


$ २२.१ परिचय 


अब तक आप यह सभझ्न ही गये होगे कि किसी प्रयोग को अनेक उपादान प्रभावित 
कर सकते हूँ। यदि ये प्रभाव सयोज्य (269४८) हों तो हम इनको एक एक 
करके माप सकते हूं । ऊपर के प्रयोग में यदि हम केवल एक ही व्यवित से एक ही 
निदिष्ट काछ के संबंध में विभिन्न तरोको से प्रश्न करते तो उसमे उत्तर प्रधानत. 
केवल तरीको के भिन्न होने के कारण आता और औसत अतर के थून्यन्त्राय होने की 
परिकल्पना की जाँच की जा सकती धी । इसी सिद्धान्त का उपयोग यादृच्छिकीकृत 
ब्लॉक अभिकल्पना में भी किया जाता है। परन्तु दो उपादानो के महत्त्वपूर्ण होने पर 
इस प्रकार के प्रयोग खर्चीले हो जाते है और हमें लेटिन वर्ग इत्यादि अन्य प्रयोग- 
अभिकल्पनाओं की शरण लेनी पडती है। परन्तु इनका विश्छेषण उस दज्ञा में ही 
सतोपजनक हो सकता है जब इनके प्रभाव संयोज्य हो। ऊपर के उदाहरण में यह 
संभव है कि विश्येप प्रश्वविधि का प्रभाव विभिन्न व्यक्तियों पर अछग-अछग हो | 
यह भी हो सकता है कि विभिन्न प्रश्नविधियों के सयोजन में एक ही निर्दिष्ट काल का 
अलग-अछम प्रभाव पडता हो । ऐसी दक्षा में जब उपादानों का प्रभाव सयीज्य न हो 
तब एक ही प्रइन के लिए यह पृथक प्रयोग करना सम्भव नहीं है। या तो प्रयोग से 
किसी प्रएन का भी सतोपजनक उत्तर नही मिलेगा अथवा कई उपादानों के विपय 
में बहुत से प्रश्नो का उत्तर एक साथ ही मिल जायगा। 
यद्यपि हम कुछ विशेष उपादानों का अध्ययन करना अधिक उपयुक्त और 
आवश्यक समझते हो तथापि बहुधा यह कहना कठिन होता है कि इनमें से सबसे 
अधिक महत्त्वपूर्ण कौन-सा है। हमें पहले से यह ज्ञात होना भी सभव नहीं कि एक 
ऊपादान का प्रभाव दुसरे उपादानों के ध्ाव से सवेधा स्वतत्र है अथवा नहीं। जब 
कुछ विशेष उपादानों को प्रयोग के लिए चुना जाता है दो उसका कारण यह नही होता 
“कि वे ही सबसे अधिक महत्त्वपूर्ण हूँ बल्कि केवछ यह कि इन उपादानों पर अधिक 


३१८ सांढ्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


आसानी से नियंत्रण किया जा सकता है और इनको सरलता से नापा जा सकता है। 
कोई भी जटिल मशीन अथवा औद्योगिक प्रणाली अवश्य ही अन्य उपादानों से भी 
प्रभावित होती होगी। मजदूर, मणीन तथा कच्चा माल तीनों में से किसी भी एक का 
प्रभाव अन्य दोनो उपादानों के प्रभावों से जुड़ा हो सकता है। दो उपादानों के इस 
प्रकार एक दूसरे से प्रभावित होने को परस्पर-फ्रिया (7८7220०४) कहते हैं। किसी 
भी उपादान के प्रभाव को पूर्णेकूप से समझने के लिए यह आवश्यक है कि अन्य उपादानों 
से उसकी परस्पर-क्रिया का भी ज्ञान हो। यदि उपादानो के लिए अलग-अलग जाँच 
होती है तो इसका कारण यह नहीं है कि इस प्रकार अलूग जाँच करना उपयुवत 
वज्ञानिक रीति है। वहुधा गछती से यह मान लिया जाता है कि एक साथ सब 
उपादानों पर प्रयोग करना असुविधाजनक है किन्तु यह वात सच नहीं है। 

हम नीचे खेती संबंधी एक वहु-उपादानीय प्रयोग का वर्णन करेंगे जिससे हमें 
यह पता चलेगा कि एक साथ अनेक उपादानों के मुण्य प्रभाव (77/॥ ८१०८४) 
और उनकी परस्पर-क्रियाओं (४70८०४८४००५) को किस प्रकार नापा जाता हैं, 
और कंसे उनके शून्य-प्राय होने की परिकल्पना की जाँच की जाती है। 


$ २२.२ वहु-उपादानीय प्रयोग के छाभ 


एक नये किस्म के चावछ की विदेशों में वहुत चर्चा है और उसे भारत में प्रवेश 
कराने की योजना वनायी जा रही है। आजकऊ जिन किस्मो के चावल भारत में 
बोये जाते है उनसे यह किस्म वास्तव में श्रेष्ठ है अयवा नही, यह विश्वस्त रूप से नहीं 
कहा जा सकता। यहाँ श्रेष्ठता स्वाद से नही वल्कि पैदावार के दृष्टिकोण से मापी 
जा रही है क्यों कि इस समय सबसे बड़ी समस्या अन्न-सकट को टालना है। इसके 
अतिरिक्त यह भी पता नही कि चावल को वोने, उसमें जल देने और देखभाल करने 
आदि की सर्वश्रेष्ठ विधि क्या है। किस किस्म की खाद कितनी मात्रा में देना सर्वोत्तम 
होगा, यह भी खोज कर पता छगाने की बात है। यह हो सकता है कि कोई खाद 
किसी किस्म के चावल के लिए और कोई अन्य खाद किसी दूसरी किस्म के चावल के 
लिए उपयुक्त हो । यह भी हो सकता है कि पौधों को दुरूदुर वोने पर जो किस्म 
सबसे अधिक उपज देती है वही पौधों को पास पास वोने पर निकृष्ट सिद्ध हो । 

ऐसी दशा में बोने की किसी विशेष रीति और खाद को लेकर यदि किस्मो की 
तुलना की जाय तो यह भ्रमात्मक होगी । यह सभव है कि उपादानों में परस्पर क्रिया 
न हो । उपादानों, किस्म, वोचे की रीति और खाद के प्रभाव वास्तव में सयोज्य हों 


बहु-उपादानीय प्रयोग इ्१९ 


परन्तु फिए भी एफ बहुउपादानीय प्रयोग के मुकाबले में अछग-ज़ऊग उपादानों के 
लिए घलग-अलऊग प्रयोग करना कम दक्ष (८लंटा:) है । इसबग कारण यह 
है कि बहु-उपादानीय प्रयोग में एक हो प्लॉड का जठय-जऊग उपादानों के प्रभाव को 
आंकने के लिए अनेक बार उपयोग करना होता है। 

उदाहरण के लिए मान लीजिए कि एक प्रयोग में तीन उपादान है, जिनमें से 
प्रत्येक के दोन्शे स्तर (]0४८) हैं। इस प्रकार कुछ 202 2:58 सचय इस 
उपादानो के स्तरों के होगे । यदि प्रत्येक सचय वग पांच बार प्रयोग किया जाय तो 
कुल 89८5 -+ 4० प्लॉटों की आवश्यकता होगी । किसी भी एक उपादान के मुख्य 
प्रभाव के छिए उन 20 प्लॉटो के प्रेक्षयों के माध्य की तुलना जिनमें यह उपादान एक 
विशेष स्तर पर है, उन अन्य २० प्लॉडों के प्रेक्षणों के माध्य से की जायगी जिनमें 
गह दूसरे स्तर पर है ! यदि हम अलग-अलग उपादानों के लिए अलग-अलग प्रयोग 
करें जिनमें मुख्य प्रभाव का इसी प्रकार 20 प्लॉठो के माध्यों के अतर द्वारा प्रावकलत 
किया जाय तो कुछ 40% ३-०३20 प्लॉटो की आपश्यकता होगी । यही कार्य एक 
बहुउपादानोय प्रयोग में केवल 4० प्लॉटो द्वारा सपन्न होता है। 


$ २२.३ मुझुय प्रभाव और परस्पर-क्रिया 


विभिन्न स्तरो पर दूसरे उपादानों के सहयोग से उत्पन्न किसी एक उपादान के 
प्रभावों के माध्य को इस उपादान का मुल्य प्रभाव (#व॥ ८८) कहते हैं । ऊपर के 
उदाहरण में मान छीजिए कि दो किसमें [2, और 77; दो बोने के तरीके 3, और &; 
और दो खाद 37, और 2४. हू । ये तोनों उपादान दो-दो स्तरों पर हूँ । इन उपा- 
दानों के निम्नलिखित 2*--8 सचय हो सकते है । 

(0 5 26 (2 235, 34 (3) 7६ 5 %॥ (4) ॥ 5, 3५ 

(9) 4 5 87 (6) 7, 5, 26 (ग 0 5, 28 (8| 2 5; 309 

यदि इन आठ सचयों को एक ब्लॉक के आठ प्लॉटो में यादुच्छिकीकरण ढारा 
बाँटा जाय तो होनेवाली पैदावार इन संचयों के प्रभाव और प्लॉटों के प्रभाव का योग 
होगी । यादृच्छिकीकरण के कारण प्लॉट का प्रभाव प्रत्येक सचय के लिए समान है ) 
हमारे प्रतिरूप के अनुसार यह प्रभाव & एक 2५(०,०) चर है। मान छीजिए एक 
ब्लॉक के जिस प्लॉट में 7. 3, 26 का उपयोग हुआ है उसकी उपज (75 5, 74,) 
है और जिस प्लॉट में 7, 3, 2४ का उपयोग हुआ है उसकी उपज (7- 
$,26:) है। कै 
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इसलिए इन दो सचयों के प्रभावों के अंतर की प्रावकछन +-(74 3 ॥8)--थि- 
<, 26,) परतु इन दोनो संचयों में वोने के तरीके और खादें समान है । इसलिए इन 
संचयो के प्रभाव के अतर को किस्मों का प्रभाव समझा जा सकता है। क्योंकि यह 
प्रभाव अन्य दोनों उपादातो के स्तर पर भी निर्मर कर सकता है इसलिए इस प्रभाव 
को 77 | $, ॥6, से सूचित किया जायगा । इसी प्रकार हम 7|8, 26७, 7|$, 26६ 
तथा 77|5, #॥8; की परिमापा कर सकते हैं । किस्म के इन चार प्रभावों के माध्य को 
जो अन्य उपादानों के विभिन्न स्तरों पर होते है, हम किस्म का मुख्य प्रभाव कहते 
है और इसे 7 से सूचित करते है । 


इस तरह 7 का अनभिनत प्राक्कलन 7? निम्नलिखित है 
म््पू [0 5 20-45 26))+((द 4 #9-(5 27%) 


+((० & 26)- (2 3, 36))+ (7 5, 2.-(5 5५ 200) | 
चल जे (द-ठ) (5+9) (कक)... |" (2०-) 
इस प्रकार उन सब प्लॉटों की पैदावारों, के योग में से जिनमें 97; का प्रयोग हुआ 
हैं अन्य प्छादों की पैदावारों के योग को घटाने और कुछ उन प्लॉटों की जिनमें 74 
बोया गया है संख्या से विभाजित करने पर हमें 7, और 7, के प्रभावों के औसत 
अंतर 2 का प्रावकलन प्राप्त होता है। 
इसी प्रकार अन्य उपादानों के मुख्य प्रभावों की परिभाषा की जा सकती है। 


$-- कि (दरकाद) (8-9) (#+क) - - (22.2) 


05) न ट्िन-ट) (&-+$) (0,-- ग्की). || (22.3) 


यदि (72, 5; 240) इत्यादि एक ब्लॉक के एक प्छॉट की पैदावार नहीं वल्कि £ 
ब्लॉकों के एक एक प्छॉट यानी कुछ £ प्लॉठों की पैदावार का माध्य हो तो 


की गो 
इनमें से प्रत्येक का प्रसरण -_-तथा ऊपर के तीनो प्रावकलकों के प्रसरण 


क्र हि 
० मच 


ड़ १४ाट। 


ः 
द्वाः ५ 
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मान लीजिए, हम 77 | 5, 8॥, के प्रायरछक में से [7] &, 27, के प्रावकलक 
“की पढाते है। यह 5,837, तथा 3,8/, पर 7 के प्रभावों के अतर का 
प्रावकलक होगा। 
इस थतर से यह पता चलता है कि साद व स्तर 37, होने पर बोने फी विधि 
का किस्म के प्रभाव पर बया जसर पड़ता है। इसी प्रकार खाद का स्तर 79 दिया 
होने पर हम एक अन्य जतर को प्राप्त कर सकते है ॥ इन दो अतरो के माध्य को दो से 
विभाजित करने पर हमें जो राशि मिलती है उसे हम किस्म और बोने की विधि की 
परस्पर-फ्रिया (तधटा३८४०॥) 25 का प्रावकलक कहते हैँ । इस प्रकार 


है कप 
75 -« हा [4 5, 20)-6: &7॥)- (6५ 5, 76)-(2 3, 8॥,)) 


न 64 & 3/0-( & 3/0))- (५ 5 20)-(/ $ ॥9)] 


मल प्र (2,-2) (5,--8) (3॥:-+- 380) >«« 22 4) 
इसी प्रकार [7)/ और /0/8 के प्राककलक निम्नलिसित होगे 

;2॥ - दर (4-2) (५-०७) (॥0- 270) >+«र्भू82.5) 
$- चहल ०) (४-») (४४-20) (288) 


ये तीनों द्वि-उपादानीय परस्पर-क्रियाएँ हे वंयोकि इनमें केवल दो उपादानों के 
एक दूसरे पर प्रभाव का विचार किया गया है। यदि हम साद का स्तर //; दिये होने 
पर किस्म और वोने की विधि की परस्पर-क्रिया 


डे है 
928 | 2४५ +- नये (2) (६-5) 3५ 
तथा खाद के स्तर 04, पर किस्म और बोनो की विधि की परस्पर-क्रिया 
रे 
78 | ॥ +< ध्ि (2-2) (5+--3,) 2४५ 
२१ 5 


१२ सांश्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


के अंतर को ले तो यह किस्म और बोने की विधि फी परस्पर-क्रिया पर खाद के प्रभाव 
का प्रावकलक है। इस अंतर को दो से विभाजित करने पर हमें श्रि-उपादानीय पर- 
स्पर क्रिया 77028 का प्रावकलक प्राप्त होता है। 


री 
प्॥8 ++ रे (2-2) (88--7+) (5:--&,) ल्‍्द्नव्थ्यो 
यह ध्यान देने की बात है कि परस्पर-क्रियाओं के उपादानों का कऋरमचय, (.८- 
ग्राध्रा४ं०४) करने से कोई अंतर नहीं पड़ता ।. उदाहरण के ,लिए 725:--5]7 
अयवा ॥7॥/3--7752/--20/75 इत्यादि। इसके अतिरिक्त मुख्य प्रभावों 
और परस्पर-फ्रियाओं की परिभाषा इस प्रकार दी गयी हैं कि इन सबके 


प्रसरण' ह 


8 २२.४ उदाहरण 


अब आप यह तो समझ गये होगे कि मुल्य प्रमावों और परस्पर-फ्रियाओं का अनु- 
मान किस प्रकार किया जा सकता है! खेती संबंधी प्रयोगों का मुख्य उद्देश्य भी यही 
होता है। परंतु इसके अलावा हम कुछ निराकरणीय परिकल्पनाओ की जाँच औ करना 
चाहेंगे जिनका तात्पयं यह जानना है कि मुख्य प्रभाव आदि के अनुमानो का यून्य से 
जी अंतर है बह अर्थपूर्ण है अथवा नहीं । इन परिकल्पनाओं की जाँच के वाद हम उपा- 
दान-सचयों. को उत्कृष्टता के क्रम में रख सकेंगे। 

इस ऊपर लिखित प्रयोग में कुल आठ उपचार हूँ । इन सबको एक ब्लॉक के आठ 
प्लॉटो में यादृल्छिकीकरण द्वारा बाँठा जा सकता है। इस प्रकार के कई ब्लॉक 
लेने से हमें एक यादृच्छिकीकृत ब्लॉक-अभिकल्पना प्राप्त होती है। इसका विश्लेषण 
किस प्रकार किया जा सकता है, यह तो आप जानते ही हैं । परतु अतर उपचार वर्ग 

गेय को हम फिर मुख्य प्रभावों और परस्पर क्रियाओं से संबंधित वर्ग-योगों में विभा- 

जित कर सकते हैं और इनमें से प्रत्येक को 7-परीक्षण द्वारा जाँचा जा सकता है। 
मुख्य प्रभावों और परस्पर-क्रियाओं की स्वातंत्य-संख्या केवछ एक-एक होने के कोरण 
इनको /- परीक्षण द्वारा जाँचना अधिक सरल है । यह सव किस प्रकार किया जायगा, 
वह निम्नलिखित उदाहरण द्वारा स्पष्ठ हो जायगा। 
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सारणी संख्या 22.4 
बहु-उपादानोय प्रयोग फे जाँफड़े 
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उपचार "*« बिक मा 
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$ २२,५ विश्लेषण 
ब्लॉक वर्ग-्योग 3, (56: 7.00००--(2> 8.875,+-(50०7.०००) 
न 45% 5.625)--[2289 7.72) 
४६-(३92.000--630.725+392.000-+-253-725)-7624.500 
नः42-750 
उपचार वर्ग-योग 5. (62८ 4)+-(2०% 5))+-(24% 6) +(32२ 8) 


बेर४ सांह्मिफी के घिद्ान्त भोर उपयोग 


+-(24%60-+-(२4 ५६6) +(4०५ 70) +-(48)< 72) 
+-(22$ ४ 7.72») 
ह564-7००+744+-250+744-4-4०० 
न॑-576--7624.500 
म्+7829.000---7624.500 
सम203.500 
कुछ वर्ग योग 5 5 +(ओ कफ + 9-0 + ७ 
+(०न-(शक (५ + 7+णन- (0५-७0 
न+(+9+ग+(ै+(0+(४+(०+- (५ 
+(ण+श+ (0 + न 9 गन (थे 
+-(228 * 7.725) 
म-+7894.000---7624.500 
++209.500 
श्रुटि वर्ग-योग ७८ 5 ८55--७,--5॥ 
ब्+269,500--42.750---203.500 
उ्#23-250 
सारणी संख्या 22.2 
प्रसरण विइलंपषण सारणी 




















विचरण का न 596सठर पर 
उद्गम | संख्या बर्गे-योग | वर्म-माध्य | अनुपात अर मान* 
(7) (2 (3) (0) 
ब्लॉक 3... 5,2742-75 [00/--74-25>77 7२84 उन्‍ण 
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** (देखिए सारणी सल्याव 7.2) -.. ,, 
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३२५ 


इस प्रकार हम देखते हैं कि उपचार पौर ब्लॉऊ दोनो के वर्ग-योग अयंपूर्ण है । 
वास्तव में ये पांच प्रतिशत स्तर पर ही नही वल्कि ०%, स्तर पर भी अरयंपूर्ण है । 
अब हम उपादानो के मुख्य प्रभाव तथा परस्पर-फ्रियाओ का परिकलन निम्न- 


लिसित सारणी 


की सहायता से करते हूँ । 


सारणी संख्या 22.3 
उपादानों के प्रभावों झा परिकलन फरने फे लिए सारणी 











मुख्य प्रभाव; 

८ जज [ढ़ व जून 
(0) (2)_| ७3) | ५) _() (७_ 

#67/77)-/:2)--/-2)- -- ज 
293 ॥॥ | 5 ग4/ | 34 _5 _ 47 
23, ७,। ७ | 72 | -)- 5. 6 48. 
क 3 ॥॥ ्र ) 7 कक गज वा 28] 
प्र, 2, मय जान जग आम जा शक. 
छह, 0५, | ५ 2, रण/ या '। बडी | 
४ 38 के | 3 के हित) मम कि _3 | 4क् 
92 8, 07, | 72 2, 2/] 7 47357॥/ 














ऊपर की सारणी में मुख्य प्रभावों और परस्पर-क्रियाओ का परिकलन करने की 
सरल रीति दी हुई है । प्रथम कालम में उपचारो के नाम दे रखे हैं । इनको एक विशेष 
क्रम में सजाया गया है। पहिले 77, 5, 7£, जिसमें प्रत्येक यूचनाक (7८४) ॥ है । 
उसके बाद 77 8, 27, जिसमें केवल /2 का सूचनाक 2 है। उसके पश्चात्‌ 72, ५ ॥/, 
जिसमें केवल & का सूचकाक 2 है। इसके बाद 77: 32 07 है जिसमें 77और & 
दोनों के सूचकाक 2 है । इस प्रकार /7 और 3 के अकेले और साथ-साथ सूचकाक 2 
पाने के बाद ॥४ की वारी आती है और अकेले उसका सूचकाक 2 रखा जाता है। 
उसके पश्चात्‌ क्रमश. ॥7 और 0४; & और 3/ तथा 77, 5 और 2 को सूचकाक 2 


दिये गये हूँ । 


दूसरे स्तभ में इन उपचारो के लिए माध्य उपज दी हुई है जिनका परिकलन पहिले 
ही किया जा चुका है : (सारणी 22.7) । इनको दो दो के यु्सो में बॉट दिया मया 
है। तीसरे स्तभ में पहली चार सख्याएँ क्रमशः इन युग्मों के जोड़ो से और अतिम चार 


३२६ सांस्यिकों के स्िद्वान्त मोर उपयोग 


संख्याएँ इन युग्मों के अंतरों से बनी हैँ । इन संख्याओं को फिर दो-दो के युग्मों में वाँट 
दिया गया है। चौथे स्तंभ में फिर वही क्रिया दुहरायी गयी है। यानी प्रथम चार 
संख्याएँ क्रमझः तीसरे स्तम्भ में दिये हुए युग्मो के जोड़ों से और अन्य चार इनके अंतरों 
से वनी है । इस क्रिया को अतिम वार पाँचवें स्तभ में दुहराया गया है। इस स्तंभ 
की संझ्याएँ मुख्य प्रभाव और परस्पर क्रियाएँ है जैसा कि 22.7 से 22.7 संख्यक 
समीकरणों से प्रकट है। जिन प्रभावों के ये अनुमान हैं उन्हें छठे स्तंभ में दिया यया है । 
आपने यह नोट किया होगा कि उपचार में जिन जिन एक, दो, या तीन उपादानों 
के सूचकांक 2 है उनके सामने उन्हीं उपादानों के संयुक्त प्रभावों का अनुमान 
दे रखा है। 

क्योकि मुख्य प्रभावों और परस्पर-क्रियाओ की कुल सख्या 7 है और /- परीक्षण है 
के लिए प्रत्येक को भ्रुटि-वर्ग-माघ्य के वर्ग मूल से विभाजित किया जायगा इसलिए 
बजाय प्रत्येक प्रभाव के लिए / के मान का परिकलन करने के यह मालूम करना अधिक 
सरल होगा कि वह मान क्‍या है जिससे अधिक होने पर इनमें से किसी को भी अर्थपूर्ण 
समझा जा सके । 

स्वातंत्र्य संख्या 27 के लिए /-वंदन का पांच प्रतिशत बिंदु 2.08 है (देखिए 


हू प्रभावों गो ] पाँचवें 
सारणी संख्या 70.7) । इन सव प्रभावों के प्राककलनों का प्रसरण नि है। पांचवें 


स्तंभ में दी हुई संस्याओ का प्रसरण 2०१ है । इसलिए यदि इस स्तंभ की कोई सख्या 
2-08 4/2 (त्रुटि वर्ग-माध्य) से अधिक हो तो वह अयथंपूर्ण है। (देखिए $ १०५३) 
यहाँ 2.08. %2(ब्रुटिवर्ग-माध्य) ++३-7०0 

इस प्रकार हम देखते हूँ कि 7.8,0/ तथा 57/ अर्थपूर्ण हैं। किस्म से 
किस्म 72, अधिक उपज देती है चाहे उसके साथ किसी भी बोने की विधि और खाद 
का प्रयोग किया जाय | इसी प्रकार 3, से ७, अच्छी वोने की विधि है और 26; से 
2, अच्छी खाद है | परतु 5, और 7/, का संयुक्त प्रभाव उन दोनों के अलग-अलग 
प्रभावों के योग से भी अधिक है क्योकि 52 का प्रावकलन घनात्मक है। इससे यह 
पता चलता है कि सर्वोत्तम उपचार 72,5,2/, है। 

यह हम पहले ही कह चुके है कि मुख्य प्रभावों और परस्पर-क्रियाओं के वर्गों के 
बोग उपचार वर्ग-योग के बरावर है। इस उदाहरण में हम इस कथन की जाँच कर 
सकते है । हमें देखना है कि (सारणी संख्या 22.3 के अनुसार) 


बहु-उपादानोय प्रयोव ३२० 


8.3. ॥.5. [8१११ ६ ३१४६६. (.... ३१ ६ "९१४०६ (३१४ हर 
(94 के आना क (गे र कक)! उदपार-य्ग योग 


! 
पषग हीडिंड2केाडिलीयदीडडल । . उनयार-य्म योग 
प्रपता कह नल 303 $ -- पाघार य्व गोय 


महू उपघार बगे-योग शा बहा मान है दिया परिधिह्स दपघार योगा दारा बरफ 
हुझते प्रशरण विर्देघण सारणी में रसा था । 


अध्याय २३ 


समाकुलन ((०४८०05ताए१ ) 
$ २३.१ असंपूर्ण-ब्लॉक अभिकल्पना की आवश्यकता 


अभी तक हमने जितनी भी अभिकल्पनाओं का अध्ययन किया है उनमें जितने 
भी उपचार (६६४५७॥०7७) थे उन सबको प्रत्येक ब्लॉक में शामिल्ल किया 
गया था । आपको याद होगा कि ब्लॉक बनाने का उद्देश्य यह था कि एक ही ब्छोंक में 
णो प्लॉट हों उनमें विशेष अंतर न हो। यदि प्लॉटों की संख्या बहुत अधिक न हो तो 
ब्लॉक में इस प्रकार की समांगता (!१07702८7०६५) होना बहुत कठिन नहीं हैं। 
कृषि संबंधी प्रयोगों में पास के प्लॉटों में अधिक अंतर नहीं होता । परंतु यदि दस दस 
या बारह बारह प्छाट एक एक ब्लॉक में हो तो दो छोरों के प्लॉटों में काफी अंतर हो 
सकता है। यदि अंतर अधिक हो तो ब्लॉक बनाना व्यथं हो जाय । इस कारण उप- 
चारो की संख्या अधिक हो जाने पर हमें अन्य अभिकल्पनाओं की तछाश करनी 
पड़ती है। 
इन अभिकल्पनाओं को हम असंपूर्ण-ब्लॉक अभिकल्पना (47८0 ऐ0५६ 
0«अं20) की संज्ञा देते है । इनमें ब्लॉक के प्छॉटो की सख्या कुल उपचारीं 
की सख्या से कम होती है । यदि प्रयोग-बहु-उपादानीय हो तो हम इस प्रकार के प्रयोग 
द्वारा सभी मुख्य प्रभावों ओर परस्पर-क्रियाओं का अनुमान नही छूगा सकते। इस 
दा में हमें यह सोचना पड़ता है कि कौन से मुख्य प्रभाव या परस्पर-क्रियाएँ सवसे कम 
* महत्त्व रखती है । प्रयोग-अभिकल्पना इस प्रकार वनायी जाती है कि इन महत्त्वहीत 
प्रभावों को छोड़कर अन्य सब का अनुमान हम लगा सके और अन्य प्रभावों से संवधित 
निराकरणीय परिकल्पनाओ की हम जाँच कर सर्के । यह देखा गया है कि अधिकतर 
उच्च-क्रम ( 89८८ ०9८: ) की परस्पर-क्रियाएँ, महत्त्वपूर्ण नहीं होती और 
इन्ही का हमें वलिदान करना पड़ता है । जब हम किसी प्रभाव का अनुमान नही छगा 
सकते और न यह पता छूगा सकते है कि विचरण के इस उद्मम के कारण वर्ग-योग का 
परिमाण क्या है तो यह परिमाण अंतर-ब्लॉक वर्य-योग में ही मिला रह जाता है और 
हम कहते हैं कि यह प्रभाव ब्लॉक के साथ समाकुलित (८०॥॥णिग्र2८०) है । 


समाकुलन ३२९ 


६ २३.२ परस्पर-क्रिया का समाकुलन 

जिस बहु-उपादानीय प्रयोग का हम पहले विवरण दे चुके है उसमे यदि यह पाया 
जाय कि एक ही ब्लॉक में आठ प्लॉट रखना उचित नही है तो कुल उपचार सचयो को 
दो भागो में विभाजित करके चार-चार प्लॉटो के ब्लॉक बनाये जा सकते है । हमारे 
पिछले प्रयोग के हर एक ब्लॉक को दो भागों 4 तथा £ में विभाजित किया जा सकता 
है। इस प्रकार प्रारभिक ब्लॉक को अब हम ब्छॉक-युग्म कह सकते हूँ । इन कुछ 

. उपचार सचयो को इस प्रकार विभाजित करना चाहिए कि त्रि-उपादानीय परस्पर 
क्रिया 7750/ को छोड़कर अन्य सभी मुख्य प्रभावों और परस्पर क्रियाओं का प्रावकलूनत 
किया जा सके तथा उनके शून्य होने की निराकरणीय परिकल्पना की जाँच की जा सके । 
इसके लिए हम उपचार-सचयो को निम्नलिखित रूप से विभाजित कर सकते हूँ । 
व [प्र |] 2578 | 25,388 | 2378 | 
# | लगा | 25979 |] 25%, | 45.08 | 

हम यह जानते है कि ब्लॉकयुस्म के भाग 8 के उपचार सचयो के प्रभावों के योग 
में से भाग 4 के उपचार सचयो के प्रभावों के योग को घटाने से 2750 का प्राककलन 
होता है (समी० 22.9) । परतु क्योंकि ० और 8 की पैदाबारो में इन उपादानो 
के प्रभाव के अतिरिक्त ब्लॉको के प्रभाव भी शामिल है, इसलिए 8 की पैदावार 
में से ८ की पैदावार को घटाने से हमें 7758/-+-4 (%--8.) का अनुमान लगता 
है। यहाँ 8, और #%, द्वारा हम ब्लॉक 9 और ब्लॉक ४ के प्रभावों को सूचित कर 
रहे है । इस प्रकार हम देखते हूँ कि त्रि-उपादानीय परस्पर क्रिया ब्लॉक प्रभावों के 
साथ समाकुछित है और एक ब्लॉक-युग्स द्वारा उसका अलग से अनुमान नही लगाया 


जा सकता । 
अब यह देखना है कि कही अन्य मुख्य प्रभाव अयवा द्वि-उपादानीय परस्पर-क्रियाएँ 


भी तो ब्लॉक-प्रभावों के साथ समाकुलित नही है । इसके लिए हम एक मुख्य प्रभाव 
और एक द्वि-उपादानीय परस्पर-क्रिया का प्राककलन करने की चेप्टा करेंगे । 
दीट +| (257/0-+-7:5,08)--(75,7/--/2598/:) 
+ (29%,+75%27,)--(2537/+-775976:) ...---(23-) 
यह देखा जा सकता है कि इस परिकलन में हर एक ब्लॉक में दो प्लाटों की पैदा- 
बार के योग में से अन्य दो प्लॉटो की पैदावार को घटाया जाता है। अतः यद्यपि 
प्रध्येक सचय में ब्लॉक प्रभाव #, या 3, भी विद्यमान है तथापि इस प्रकार के योग 
और वियोग से ये ब्लॉक प्रभाव हठ जाते है और हमें मुख्य प्रभाव 77 का शुद्ध जनुमान 











३३० सांह्यिको के सिद्धाग्व और उपयोग 


पप्त हो जाता है। (देखों समी०22.7) । इसी प्रकार आप देस समते हैं कि अन्‍य 
मुख्य प्रभावों के भी शुद्ध अनुमान प्राप्त करना समय है। 
जद हुम एक दि-उपादान परस्पर-फ्रिया पत प्रायफलन करने की चेप्टा करंगे। 
ए्र& *5 (23,0/-+-723, 30)-- (72. 5,07,--7,5, 2/.) 
न (2.5,0/0-+-॥6.5,2/)--(05,84,+-/23,7,) --«_(०3-)) 
इसमें भी ब्लॉक प्रभाव जितनी बार जोड़े जाते है उतनी ही बार घटा दिये जाते 
है! इस प्रकार ॥/5 के प्राककलन से ब्लॉक प्रभाव हट जाता है और हमें इस परद्पर 
क्रिया का शुद्ध प्रावकलन बिना किसी समाकुलन (८०7०ण्यएएढ) के पा चल 
जाता है (देखो समी० 22,4) | 
$ २३.३ विश्लेषण 

आइये, अब हम देखें कि इस प्रयोग-अभिकल्पना में विइडेपण किस प्रकार किया 
जाय। इस विशलेपण के विभिन्न चरण निम्नलिखित हैँ । 

(१) कुछ ब्लॉकों के लिए अंतर-ब्छॉक बर्गन्योग का परिकलन । 

(२) जो मुख्य प्रभाव या परस्पर-क्रियाएँ समाकुछित नहीं हुई हैं उनके वर्गों 
के योग का परिफठन । यदि पहले समाकुछन का विचार किये बिना उपचार वर्ग 
योग का परिकछन कर लिया गया हो तो इसमें से समाकुछित परस्पर-क्रिया के वर्ग 
थोग को घटाने से भी हमें यही मान भ्राप्त होगा । है 

(३) थभुटि वर्गे-योग को कुछ वर्गन्योग में से अंतर-ब्लॉक वर्ये-्योग तथा उपचार 
बर्मन्योग के योग को घटा कर प्राप्त करना । हि 


पिछले अध्याय के उदाहरण के लिए में चरण नीचे दिये हुए हूँ 
(देखिए सारणी संख्या 22.7) 


सारणी संख्या 23: 
92588 के समाकुछित होने पर ब्लॉक-योग 
न नम व 


७ 
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25+/ के समाकुछित होने पर प्रमरण विश्लेषण 












































(वपिचरण का [स्ेन्यू 7. त्््"-|/-+/»४५ हे कम हर 5०/ स्तर वर 
अनपात 50% स्तर पर 
उद्गम | मस्या बमन्योग बर्ग-माष्य अनुपात अर्थपूर्ण मान 
४ रत रे हज लिन आ आह) | 
ब्लॉक युग्म | ३ _| अच्तप275 स्ला4 2 | 
| ०५० (दल आ! 
ए537 $,550 50 | 25-०.50 ैच+--- 5२०0.8। 0, 
डर 25, 0, चने शा 350 7 558 ५ 
(/5+/ क्ष $,55,- 5, न कक 
लिए) त्रुटि 3 -$,च्चा 75 4७5० 58 
है पा लक मन पति दा हज 
कुल ब्लों वनडे ७-6 4३ 4. स०-+८> धन 2 
कुल ६ ४ 5 ॥ $,3545 0० | 3,556 43 हक, कया 54 58 
(55कोछोड़ 30300... 0 0. 3368 2 ० 
कर)उपचार| ० | श03 0० [43773 87%, 6 43 २५6 
[ 7]ै8,--४-- 5५ न जिनका का इत्ज्क्त। 
भ्रुटि 38 -3,-52 50 | ब्त्य्ा9 
बुद्ध ठा $-209.50 





ऊपर की सारणी में ब्लॉकयुग्म बर्ग-योग बही है जो सारणी सख्या 22.2 में 

ब्लॉक वर्ग-योग था क्योकि सारणी संख्या 23.7 में ब्लाके युग्म वही हैं जो सारणी 

संख्या 227 में ब्लॉक थे । उपचार वर्य-्योग दो अरूग-अछलग रीतियों से निकाछा 

जा सकता है । एक तो 77807 को समाकुलित न मान कर किये हुए विश्लेषण (देखो 
4 


हु बट हः वर! 
सारणी 22.2, 22.3) में प्राप्त उपचार वर्म-योग में से /78 8 बर्य-योग -->८०-5० 


को घटाकर । 


203.59---0.50ल्‍-7203.00 


दूसरे, जितने ८ ब्लॉक हँ--यानी [,, 7, गा, और 7ए, उनमें केवक चार 
उपचारो के प्रयोग हैं । इसलिए इन उपचारो के अततरों के कारण हमें एक उपचार 


क्श्२ सांहिपक्ो के घिद्धाग्त और उपयोग 


वर्य-प्रोग प्राप्त हो सकता है जिसकी स्वातंत्य संख्या 3 है। इसी प्रकार 8 ब्लॉको म 
से हम अन्य उपचारों के अतरों से प्राप्त वर्ग योग का परिकूलन कर सकते हैं जिसकी 
स्वातश्य संख्या भी 3 है। इन दोनों के योग से हमें ब्लॉक के अंतर का कुछ उपचार 
वर्गे-योग प्राप्त होता है जिसकी स्वातश्य सस्या 6 है। सारणी 22.7 के अनुतार 4 
ब्लॉकों के 6 प्छोंदो की कुछ पैदाबार 772 तया ८ ब्छॉकों के लिए उपचार वर्मन्योग 


५, ++ [064)+ 627 0+(स३0+(०क7णे- 
हर 864--784 
च्त 80 
8 ब्लाकों के 6 प्छाठों की कुल पैदावार--76 तथा £ ब्लाकों के लिए उपचार 
8 
बाजोग 3,, 55 [(2०:८ 5)--(242 0--(24% ०0-+-(48272)] -ध्िट 
चने 964-847 
पु घ्नन 323 
इस भ्रकार कुल उपचार वर्म-पोग -८ 80-|-723 
ब्+ 203 


वास्तव में ८ ब्लॉकों और 8 ब्लॉको के लिए अछग-अछय विदलेपण किया जा 
सकेता है। इसके द्वारा दोनों उपचार-वर्ग योगो को जोड़ कर कुछ उपचार वर्ग-योग, 
तथा त्रुटि-वर्ग योगो को जोड़ कर कुल भ्रुटि-वर्ग योग प्राप्त किया जा सकता है। ब्ककि 
वर्ग-योग के लिए हमें एक पद और जोड़ना चाहिए ,जो ८ ब्लॉकों और £ ब्लॉकों के 
बीच के अतर से संबधित है । 





८ ब्लॉकों के लिए विश्लेषण 
0) ब्लॉककनेयोग &, -+ टैंट097:20+ 00? _. प्र 
(देखिए सारणी संख्या 23.7) -+ रत नूे 754 
जे न्‍ चत 803.5-7ध्क | 


बन 79.5 
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(४) झुंढ वर्ग योग 36 5 [ 3+-#+-++%#-+-7+7०--४#+7* 
(देखिए सारणी संख्या 22.7) +- 67-+-8४--6०--4१--7०:--27-+-70*+-8भ 
__(72 
प्न् 


॥ 


888--784 
चल 704 


8 बलाकों के लिए विडलेषण 





-> (3०0?+-(07+(207--(22१_ 070* 
4 


(४) ब्लॉक वर्ग-्योग &,, द 
चर 


(देखिए सारणी संख्या 23.7) 


3454 
जअजज+नन 4 
4 


ल्‍+ 866--847 
सन 25 
(४) कुछ वर्ग योग 8५ +्२ [#+6-+-४+-47१-०6+##-+-5+४६ 
(देखिए सारणी सख्या 227) +-5-+-7*+-$+74%+74/-+-75*न-77+-8४थ] 


. 076) 
गा2 


7006- 847 
न्प्न्‌ 765 


इस सारणी (सारणी अगले पृष्ठ पर देखिए) संख्या 23.3 में ब्लॉक-वर्ग योग 
तथा कुल-बर्ग-योग के लिए अतिम स्तम्भ में & और 8 ब्लाकों में विभाजन से उत्पन्न 
पद 05 को जोड़ने से हमें पूर्व कछित सारणी प्राप्त होती है| 

ब्लॉक वर्ग-योग की दो प्रकार से विभाजित किया जा सकता है जैसा ऊपर की दो 
सारणियों द्वारा स्पष्ट है। पहली सारणी में विभाजन यह समझ कर किया जा सकता 
है कि ब्लॉक-युग्म तो ब्लॉक है और उसके दो भाग प्लॉट । इस प्रकार कुछ ब्लॉक वर्गे- 
योग को अंतर ब्लॉक युग्म, भुटि तथा उपचार वर्य-योग॑ में बाँठा जा सकता है। यह 
उपचार वर्ग-योग [2527 के कारण है। इस प्रकार के विभाजन से 7759४ के वर्गे- 
गोग को भी जाँचा जा सकता हैं, परंतु इसके लिए च्रुटि आतर-ब्छॉक-युग्म वर्गे-योग से 


सांध्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 
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३३४ 


समाऊुछन ३३५ 


प्राप्त होती है। दूसरी सारणी में विभाजन अतर-ब ब्लॉक, अंतर-ह ब्लॉक तया 
८और 0 ब्लॉकों के माध्यो के अंतर द्वारा किया गया है । 

ऊपर के कुछ पुष्ठों से आपको यह मालूम हुआ होगा कि यथपि एक ही प्रयोग द्वारा 
समाऊुलित परस्पर क्रिया का प्रबकलन सभव नहीं है, परतु कई बार किये हुए प्रयोगों 
द्वारा यह संभव है । इस समाकुलित परस्परक्रिया के प्रावकलन की त्ुद्धि अन्य प्रावक- 
ल्‍ूनों की भ्ुटि से अधिक होती है और इस त्रुदि की स्वातंत्य संख्या भी बहुत कम रह 
जाती है। ऊपर हमने इस प्रकार की अभिकल्पना का वर्णन किया है जिसमें केवल 
एक परस्पर क्रिया /758/ प्रत्येक ब्लॉक युग्म में समाफुलित है। इसके अतिरियत ऐसी 
अभिकल्पना भी की जा सकती है जिसमें समाकुलन सपूर्ण न होकर केवल आंशिक हो । 
$ २३४ आंशिक समाकुलन (एकहंव ८गपुव्क्रवी/) 

इस प्रकार को अभिकल्पना में भिन्न-भिन्न ब्लॉक-युग्मों में भिन्न-भिन्न परस्पर 
क्रियाओं को ब्लॉक-प्रभावों से समाकुलित किया जाता है । इस प्रकार यदि एक पर- 
स्पर क्रिया एक ब्लॉक युग्म में ब्लॉक-प्रभावो से समाकुलित है तो उसका प्रावकलून 
दूसरे ब्लॉक युग्मो द्वारा छगाया जा सकता है। इस प्रकार की अभिकल्पना का एक 
उदाहरण नीचे दिया हुआ है । 


सारणी संख्या 23.4 
आंध्षिफ समाकुलछित अभिफल्पना-उपचारों फा अनुफ्रम्त और ब्लॉक-योग 
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दे सांपियफो के पिझाग्त और उपयोग 


$ २३.५ साोस्यिकीय विश्छेपण 


जाशिक समाकुझन को स्थिति में जिस साधारण नियम का पाठन किया जाता है 
यह कैयल यह है कि आशिक समाझुछित परस्पर-फ्रियानों का प्रावकछन उन स्लीक- 
युग्मो से गाया जाता है जिनमें वे समाकुछित नहीं हैं । इस प्रायकलनों से वर्गनयाय 
उसी प्रकार परिकित किया जाता है जैसे अनसमाकुछित थमिकत्पनाओं में। मह 
ध्यान में रफना होता है कि ये अनुमान फम प्लॉटो पर आपारित हूँ । ब्लॉक चर्गे-योग 
का परिफलन ब्छांक योगो के आपार पर सापारण तरोके से ही किया जाता है 

सदि हमने परस्पर-क्रियाओ के योग का परिकलन--विना समाऊुछन का प्याते 
रखे हुए ही सब ब्लॉक-युग्मी के आधार पर फर लिया हो तो इस परिकलित मात मे 
से उन ब्लाक-पुग्मों का अतर घटा कर इसे ठोक किया जा सकता है जिनमें ये समाकुछित 
हूँ । ऊपर के उदाहरण में यदि परस्पर-फक्रिया /70 के योग फा परिकलन करता हैते॑ 
यह पुराने योग में ब्लॉक [, के योग को जोड़ कर तथा [, के योग को घटा कट 
किया जा सकता है। 


इस प्रकार 
पट न्‍ू -4+३6५ ८३5 ह* ८53 ड् 
(20 ज्*+. ३2-+-26-30 हर 8 
[88] ल्‍#5. 20+शा-०4 न्‍* 77 
[7593]! -< 26 ५३० रू ० 


प्रसरण विश्लेपण में अब हर एक परस्पर-फ्रिया के लिए एक एक स्वातंश्य-संख्या है 

द्रोगी क्योंकि इन सबका प्रावकलन किया जा सकता है। परस्पर-क्रियाओं के वर्ग 
योग ऊपर दिये हुए योगों के बर्गे को 24 से विभाजित करने से मिलते है क्योकि इतमे 
से प्रत्येक 24 प्छाटों की उपजों के योय और वियोग द्वारा परिकलित है। जिस नि 
ब्लॉक-पयुग्म में ये समाकुछित हैं उनके आठ प्लॉटो का उपयोग इनके परिकलन में नहीं 
किया गया है। मुख्य प्रभावों का वर्ग-योग वही रहता है जो पहले था। स्ह्कि 
बर्गे-योग का कछन ब्लॉक योगों से किया जाता है और अंत में त्रुटि वर्ग-योग को घटा 
कर मालूम कर लिया जाता है। 


पर के कारण वर्ग योग रू ्ल वन 0.375 
प्र ह 85 
8 के कारण बर्ग योग ल्‍+ >> हर 2-667 
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समाकुलन शे३७ 
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253 32 72500. सस्या २२.३) 
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$ के कारण वर्गन्योग -« नत ॥2.500 


2/ के कारण वर्ण-योग न्‍« (“4 ... 60,50० 
३32 
[००)+-(०*+७०7+(9)/+(००१+ ० 


+0फ+ एक] - हर 
बन 48.000 
सारणी संख्या 23.5 
आंशिक-समाकुलित अभिकल्पना का भप्रत्तण विश्लेषण 


ब्लाँक वर्ग-योग न्‍ूू 
2! 


























ः वि के ५ 
विचरण का उद्गम | सस्या,.. | योग | वर्ग-माध्य| अनुपात हे की अथंपूर्ण मान 
__. (0) 0) | 9 | ७9 | ७9) (७) 
ब्लॉक 7__[48.000]| 6.857 | 5-575 2.62 

] 2.500 | 72.500 रे 4-45 

7. | 60.500 | 60.500| 49.87 4-45 

॥ 2.500/772.500 9.464 4.45 


। 67.833 | $0.277 3.2० 
यु 0.375 |_0-375 | 0.305_ 4-45 
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अध्याय २४ 


संतुलित असंपुर्ण ब्लॉक अभिकल्पना 
24ंग्म०९१ गरार0गरएॉलर 80060६ 0०598॥ 
६ २४.१ परिभाषा 


पिछले अध्याय में हमने कुछ असंपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पनाओं से परिचय प्राप्त किया 
था जिनका प्रयोग बहु-उपादानीय प्रयोगों में किया जाता है। इस अध्याय में हम एक 
अन्य प्रकार की असंपूर्ण-ब्छॉक अभिकल्पना का अध्ययन करेंगे जिसको संतुलित असदूर्ण 
ब्लॉक अभिफल्पना कहा जाता है । इस अभिकल्पना के कुछ नियम है जो नीचे दिये 
हुए हू 

(7) हर एक ब्लॉक में प्लॉटो की सख्या वरावर होती है । इस सल्या की हम 
# से सूचित करेंगे। 

(2) हर एक उपचार का जितने,ब्छॉकों में पुनः प्रयोग किया जाय उनकी 
संख्या वराबर होती है । इस पुनः प्रयोग की संख्या को हम # से सूचित करेंगे। एक 
ब्लॉक में एक उपचार का एक ही वार प्रयोग होता है । 

(3) उपचारों में से यदि दो-दो के युग्म बनाये जायें तो हर एक युग्म के उपचार 
किसी न किसी ब्लॉक में अवश्य साथ-साथ आते है । उन ब्लछॉकों की संख्या जिम. 
किसी विशेष यूग्म के उपचार साथ-साथ आते है प्रत्येक युग्म के लिए समान होती है ! . 
इस संख्या को हम 8 से सूचित करेंगे । 

कुल उपचारो की संख्या को हम 9 से और कुछ ब्छॉकों की सख्या को £ से सृचित 
करेंगे। इसके पहले कि हम इस प्रकार की अभिकल्पना का उदाहरण सहित विश्लेषण 
करें, इसको अधिक स्पष्ट करने के लिए एक-दो सरल उदाहरण नीचे दिये जाते हैं । 

६ २४,२ उदाहरण 

ऊपर दिये हुए नियमो से, विशेषकर तीसरे नियम से, स्पष्ट है.कि एक ब्लॉक मे 

कम से कम दो प्लॉट अवश्य होने चाहिए । यदि कुछ उपचार पाँच हो जिन्हें /,8,0: 2 
और # से सूचित किया जाय तो तीसरे नियम के अनुसार प्रत्येक उपचार-युस्त कैम 
से-कम एक ब्छॉक में अवश्य होना चाहिए ।॥ . - ०] हर लगता 


संतुलित असंपूर्ण ब्लॉड अभिरत्पना ३३१९ 


3. यदि एफ ब्लॉर में केवल दो प्लॉट दो तो अभिरन्‍यना में कम से कम दस 
प्लाट अवश्य होने चाहिए जिनमें (7) 48 (2) 0 (3) 47 (3) /75 (७) 
(0) 80 (7) 85 (8) 20 (9) ८८5 ता (0) 709 थे दस उपच'र-युम्म होगे। 
या हो सकता है कि प्रत्येक समूह को दो था तीत बार दुट्गया गया हो | छुछ नी हो, 
यदि कुछ उपचारों को सक्ष्या पाँच है और हर एक ब्लॉक में केवल दो प्लॉट है तो 
कुछ ब्लॉको को सख्या (६)-०70 अयया दस का कोई गुणज (एा्ाएए० ] होगी । 

3. उपर्युवत् स्थिति एक सीमान्त स्थिति है क्योकि दो से कम प्लॉट किसो सतु- 
छित अमपूर्ण अभिकल्पना में हो ही नहीं सकते | दूसरी सीमान्त स्थिति बह होगी 
जब एक ब्लॉक में प्लाँटो की संख्या /£ कुल उपचारों की स्ष्या 9 से केवल एक कम हो / 


2च्ड0--ा 

ऊपर के पांचों उपचारों में मे चार-चार एक-एक ब्लॉर में हों और तीनो नियमों 
का पालन हो तो यह इसका एक उदाहरण होगा । इसे स्थिति में कुल ब्लॉफो की सख्या 
/ पांच या पाँच का कोई गुणज होगी । थे चार-चार के पांच समूह निम्नलिसित है 
()47307(2)4702()48775(3) 40775 5) 8८20 798 

क्योकि प्रत्येक ब्लॉक में एक उपचार का प्रयोग नही होता और क्योकि प्रत्येक 
उपचार का पुनः प्रयोग समान संख्या में होना चाहिए, इसलिए यह स्पप्ट है कि इन 
पांचों सचयों (८०॥४9॥780॥5 ) का बरावर संख्या में होना सतुलित असपूर्ण ब्लॉक 
अभिकल्पना के लिए आवश्यक है | 

ऊपर की अभिकल्पना में 

हिन्न4 + लक 3 तेमन3 + 7च+5 ५, 855 
आपको यह भ्रम हो सकता है कि यदि एक ब्लॉक में प्लॉटो की संख्या £ है और 


के पीस () 

कुल उपचारों की संख्या # है तो ब्लॉको की संख्या 0-« () होना चाहिए। ऊपर 
दोनों स्थितियाँ कि ह' 

के दोनो उदाहरणों में ऐसा हुआ था, परतु वे दोनों सीमात स्थितियों थी । (.) 

ब्लॉकों का होना उसी अवस्था में आवश्यक है जब £ परिमाण का प्रत्येक सचय किसी 

न किसी ब्लॉक में अवश्य हो। किन्तु असपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना में अनेक सचय 


किसी भी ब्लॉक में नही होते । 
3. मात लीजिए, कुल उपचारों की संख्या सात है और एक एक ब्लॉक में तीन 


तीन प्लॉद है + नीचे एक अभिकल्पना दी जाती है । यह देखना है कि यह एक संतुलित 
असंपूर्ण अभिकल्पना है या नहीं । 


शक सांफ्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


4372,4205,207906,,80#, 8 0#, छः 6,725 

(7) क्योकि प्रत्येक ब्लॉक में प्लॉटों की संख्या तीन है इंसलिए पहिंले नियम का 
पालन हो रहा है। - 

(2) हर एक उपचार का पुनः प्रयोग तीन तीन बार हो रहा है इसलिए दूसरे 
नियम का पालन हो रहा है। है 

(3) दो दो के जो इक्कीस समूह इन सात उपचारों से बनाये जा सकते हैँ वे सब 
किसी न किसी ब्लॉक में अवश्य पाये जाते है और एक उपचार-युग्म एक से अधिक 
ब्लॉकों में भी नही पाया जाता । आप यह देख सकते है कि किन्हीं भी दो ब्लॉकीं में दो 
उपचार एक-से नही है । इस प्रकार तीसरे नियम का भी पालन हो रहा है। इसलिए 
परिभाषा के अनुसार यह अभिकल्पना एक संतुछित असंध्रर्ण ब्लॉक अभिकल्पता है। 


( 
इस अभिकल्पना में ब्लॉकों की संख्या केवल 7 है, न कि )ऋ 35 हा 


8 २४.३ संतुलित असंपूर्ण ब्लाक अभिकल्पना के भ्राचलों के कुछ संबंध 
किसी भी संतुलित असंपूर्ण-अभिकल्पना को 8, #, ॥, ५ और: जे दी 
सूचित किया जा सकता है जो इसके प्राचछ है। आप इन सकेतों से पहलें से ही 
परिचित हूँ। 
क्योंकि कुल ब्लॉकों की संख्या / है और प्रत्येक ब्लॉक में (६ प्लॉट है, इसलिए 
कुल प्लॉटो की संख्या #£ है | . है 
क्योकि कुछ उपचारों की संख्या » है और हर एक. उपचार का 7-प्छॉटों में छु्ः 
प्रयोग किया गया है इस कारण कुल प्छॉटो की सख्या को 27 द्वारा भी सूचित किया 
जा सकता है। हि ॥॒ 
आप ह 2 8 | | ४४ (5) 
इसके अतिरिक्त जिन ब्लॉकों में कोई एक विद्येप उपचार (यथा 4) मौजूद ही 
उनकी संख्या है # , और इस प्रकार के प्रत्येक ब्छॉंक में /---7 ऐसे प्लॉट है जितमें यह 
विशेष उपचार मौजूद नही है । अतः इन ब्छॉको में जिन प्लॉटो में 44 मौजूद न हो उनकी 
सुख्या होगी ? ((--7) परंतु यही वे ब्लॉक है जिनमें इस उपचार विशेष के साथ 
अन्य उपचारों के युग्म' पाये जा सकते है। क्योकि कुंले (#--7) जरंय/उपचार हैं 
और उनमें से प्रत्येक के साथ 4 के » उपचार युग्म बनते हैं, इसलिए इन्हीं 


संतुलित अत्ंपुर्ण ब्लॉक अभिकत्पना ३४१ 


ब्लॉकों के उन प्लॉटों को सख््या जिनमें यह विश्येप उपचार नहीं है 3 (४-7) 
भी होगी । 


अक ने (एन) हू 76(-]) 
अबवा # सन 7) 

यवा कक, . <,  आ (8) 
इसलिए सतुलित जमपुर्ण ब्लॉक जभिकत्पना के लिए टी पूर्ण सख्या 


(72छ4ां ॥4॥74) होनी चाहिए। यदि हम देसें कि कोई अभिकल्पना उपर्युवत 
दोनो शर्तों 4 भर 8 को पूरा करतो है तो हम समस सकते हूँ कि यह सतुलित असपूर्ण 
ब्लॉक अभिकल्पना है । 


$ २४-४ यादृच्छिकीकरण 

किसी प्रयोग के छिए उपचारो के सचयो को यादृच्छिकीकरण द्वारा विभिन्न 
ब्लॉकों में वितरित करना और एक सचय के उपचारो को ब्लॉक के विभिन्न प्लॉट में 
यादृच्छिकीकरण द्वारा वितरित करना आवश्यक है। 
$ २४-५ खेती से संबंधित एक संतुलित-असंपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना 


आइए, अब हम देखें कि एक सतुलित असंप्रूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना का विश्लेषण 
किस प्रकार किया जाता है। दूसरी अभिकल्पनाओ को भाँति इसको भी उदाहरण 
द्वारा समझाया जायगा । 


$ २४.५. १ विश्लेषण के लिए प्रतिरूप, प्रतिरूप के प्राचलों का प्रावकछन 


यह देखने के छिए कि उनकी पैदावारों में कुछ विशेष अंतर है अथवा नही, पाँच 
प्रकार के गेहूँ के बीजों पर प्रयोग किया जा रहा है । यदि ब्लॉक ; में किस्म | के गेहें की 
पैदावार को 9 से सूचित किया जाय तो प्रतिरूप के अनुत्तार 


के (9, ) उन 8+4/ हु +०*न24-) 


॥ 0] 
और. | ॥/-०० ह>्नुअब-्) 
च्यि 


बेडर सांश्यिकी फे सिद्धान्त ओर उपयोग 


यहाँ ॥ द्वाराई वें ब्लॉक के प्रभाव और ॥/द्वारा / वीं किस्म के प्रभाव को 
सूचित किया जा रहा है ।/ वी किस्म के प्रभाव ८, से हमारा तात्पयं / वी किस्म के 
गेहें की पंदावार तथा सब किस्मों की औसत पैदावार के अंतर के प्रत्याशित मान पते 
है। इसी कारण हमें समीकरण (24.2) प्राप्त होता है। मान छीजिए अभिकल्पना 
में पाँच ब्लॉक हूँ जिनमें निम्नलिखित उपचार-समूह हैं: 


(]48029 (2)420%2 () 4872 (4) 407 2 (99807925 
यदि $-वें ब्लॉक की कुछ पंदावार को ह; से सूचित किया जाय तो 
झ2(8))--49+/4+/98+-/0-+7७ ] 
2(8,)--46+-9+ /-+-०-+- 2 पु 
5(83)5--4699 4-4 न /9+/977/&2 (०) ४ 
म(80--484/5+-/८+-49+/ 
झ2(8,)5-40;-+-88+70-+/97# 
यहाँ 4-- प्रत्येक ब्लॉक के प्लॉटो की सख्या है । ्ध हि 
इसके अतिरिक्त यदि 2) द्वारा उन प्लॉटों की पैदावार के योग को शूचित 
किया जाय जिसमें /-बी किस्म वोयी गयी है तो 
28 7५)5२4६&+ 0+४+65+ | 
ह2(7%५)--49 न 0 न 0+- 037४, ह 
१2 72 सल्‍कॉटर्न शी थी + 8 (2) 
ख(7५)3-4%-+-0+/४-+-0४+ १ 
(7५)--48& +0५--४४-+ 8४; 0५ 2 
यहाँ 4-5# 5 प्रत्येक किस्म के पुनः प्रयोग की सख्या है । 


मे [7 फिट मं] 


ट 
4 (श--0-- टन 0) नी नी 322 म 


न+े 44% थ+ करत 0+6५-- हू 
०] 
44 +-+-->. £. 
पापा 


परंतु क्योकि 287० इसलिए 
दे हट 
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8,+8,+क;-+-म, त5 
87 - निशा 5 
हा इज पट 
इसलिए यदि 7५ -- कारण को (2, से सूचित किया जाय तो 


८५ का प्राककछक £4 +२ -*. (0, है। 
5 
इस उदाहरण की अभिकल्पना में 
[-०4, 0०5, /स्स5, 7च्स्व, तेल्ल3 
५... के 
बोर न्न्-> 
४5 2 
इसी प्रकार ., पा ९, +5754,8,0.0,2...... (5) 
9 


जहाँ (२, ++ 7,--(उन ब्लॉको की औसत पैदावार जिनमे /-वी किस्म 
चोयी गयी है) । 

यह अधिक साधारण सूत्र है और इस प्रकार की किसी भी अभिकल्पना से इसका 
उपयोग हो सकता है। 

(२, को समर्जित उपचार योग (20[05६८८व प्यध्यथा: ६०८व) कहा जाता 
है क्योकि इसमें ब्लॉको का प्रभाव हटा दिया जाता है । 


$ २४५२ परिकत्पता परीक्षण 
इस ;ै, के प्रसरण को हम न ०» से सूचित करेये । क्योकि ;, और ;, 


स्वतंत्र हें इसलिए 


प्र (;, -५,) डे क्र ०5 «« (24-3) 


हम /- परीक्षण द्वारा ६/ और £,, के अतर से संबंधित परिकल्पनाओं की जाँच 
कर सकते है । परंतु इसके लिए ०* के अनुमान का ज्ञात होना आवश्यक है। इसके 
छिए प्रध्तरण विश्लेषण सारणी की सहायता लेनी पडती है) 


रेड४ड सांष्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


सारणी संख्या 24.4 के 


संतुलित असंपूर्ण ब्लॉफ अभिफल्पना के लिए प्रसरण विदलेषण सारणी 











विचरण का उद्यम ह संख्या वर्य-योग 
(छ (9 ७9) _-- 
उपचारों को १ बज 
उपेक्षा करके क्नय »४-पह 
ब्लॉक 253 
ब्लाकों का प्रभाव 2, ५५ 
हटाकर क्र्ज्प अर 
उपचार मर पा रे 
(2 कब अल के! कि 4 
(8४--)--[(0/--7)+ (०-- 7)] 0 ० दो 
त्रुटि मत 0-0-०का 
2० मल किन कि नलकब मल 











श्रुटि वर्ग-योग को कुल वर्ग-योग में से अन्य दो वर्ग-योगों को घटाकर निकाला जाता 
हु ५ 
है। इस सारणी में 0 -+ है 2, 27, चुदि वर्म-योग में उसकी स्वातत्य 
इम्4 सा 


सख्या ॥४--0--/+7ए का भाग देने से हमें ०” का अनुमान होता है। इसी 
अनुमान का परिकल्पताओ की जाँच में प्रयोग होता है । 


$ २४.५.३ आंकड़े 


आइए, अब फिर अपना ध्यान उदाहरण पर ऊूगाया जाय । 


पंतु्तित असंपूर्ण न्लॉफ सभिकल्पना 


३४५ 


























सारणी संस्या 242 
प्रयोग फा छल 
क् ट ---+छूठ फाोव | ' 
30 2 3५ / व2/ 6न्वं 
् दाह 
लजक कि _ श/ _ 4डिल्ल9, गा 
॥] छठ । 
! 2. _4%7:3० | 
ट् छ.- [8 
6 7 5.0क्‍ल्‍727 
। ८ 72 5 | 
223 हा |] 0 92,5-747 अटल जि) 
(८८ 764' 


8 २४.५-४ विश्लेषण 
6५ कई 3कंबीएती5० 7 


न-9-5 


68 ह# 7०+9+ाश्नीएए 
नत 73-75 

ठ८ के सकाशनशनीए ८ 
ब 70.50 

09 क+ $+$नएत7० 77 

+.. करने “5:75 

6६ क| 4 जीठती9 7: 


बन “9-25 


3777227/:.-- 


37--29+:30०-:27 
हू 
3३74-29-+-30०-+47 
4 
374-29--27-:47 
4 


इन3०न-शन4 
4 


294-30-427-747 
4 


श्डद्‌ सांडियकी के सिद्वाज्त और:उपयोग 
8 ड़ 
प्र 32078 चने 7582 हे 


बन्य 


8 


5 
0 उत3502 -.. | ४ ह#| नावका० 
३३ क्च्य ँ 
5 ड 5 हि 
लि न्‍ने 26869 -7 ० कर 
[हिल 2० | 49 ४2 7348 
5 5 0, « रे और] मन पया,45 
है, थी ता का. 2 ९६ 5 # 2५ थै न सा. 
सारणी संख्या 243 
प्रसरण बिइ्लेषण सारणी 


का स्वावत्य उडल अनु- ० ज्तर पर 
विचरण का उद्गम | उछ्या | योग 


पात | अर्थ-पुर्ण माव 
कतत अल 5 + छा | छछ टछ 


[6 
उपचारों की उपेक्षा 






















करके ब्लॉक 4 65.20 _ 
ब्लॉक प्रभाव 
4 गा7.45 3.36 
हटाकर उपचार 
त्रुटि 8 । 60.55 





कुल 39 , | 237-2० 





अध्याय २५ 


सहकारी चर (ए०॥८०णंधा६ ए३घ४०७१८) का उपयोग और 
सह-प्रसरण विदलेषण (4४४55 0 (0एजांशाए०) 


$ २५-१ प्रयोग को अधिक दक्ष बनाने का प्रयत्व 

आप यादृच्छिकीकृत ब्लॉक अभिकल्पना, लेटिन-वर्ग अभिकल्पना आदि के अध्ययन 
में यह समझ ही चुके है कि ब्लॉक बनाने का उद्देश्य त्रुटि को कम करना है । इस अभि- 
कल्पनाओं का विदछेषण इस अभिधारणा को लेकर किया जाता है कि यदि प्रेक्षित मान 
में से ब्लॉक आदि के प्रभावों को हटा दिया जाय तो क्षेप भाग एक यादृच्छिक चर होता 
है. जिसका मध्य शून्य और वटन प्रसामान्‍्य सावा जा सकता है। इस बदन के प्रसरण 
को ही त्रुदि-वर्ग माध्य कहा जाता है। यदि हम कुछ प्रभावों को नहीं हठा पाते तो 
उनका वर्भ-योग भी त्रुटि वर्ग-योग में मिलकर उसे बढ़ा देता है। इस प्रकार उपचारों 
के प्रभावों के भ्रावकलन अदत्त (॥7८मीस००७) हो जाते है। 

त्रुटि को कम करने का एक और उपाय है। मान लोजिए, आप किसी विशेष 
शक्षण ( कआब८लमं5प८ ) > में दिलचस्पी रखते है। परंतु प्रयोग में 9 के 
अतिरिक्त एक अन्य लक्षण & पर भी प्रेक्षण किये जाते है ) यदि # का 9 के साथ 
छहग़भग एक-घात संबंध ( ॥्र८्घ 7०००० ) हो तो | के प्रेक्षण में से & के 
प्रभाव को हठाया जा सकता है और इस प्रकार $ के ऊपर उपचार के प्रभाव 
को अधिक दक्षता के साथ प्रावकलित किया जा सकता है। यह संभव है कि यह लक्षण 
# इस प्रकार का हो कि उसके आधार पर ब्लॉक बनाना बहुत कठिन हो । इसलिए 
उसके प्रभाव को ब्लॉक निर्माण द्वारा नहीं बल्कि किंसी और ही तरकीद से हृदाया 
जाता है। 
$ २५.२ समाश्रयण प्रतिरूप 

पहले ४ और ) के बीच एक समाश्षयण रेखा (:८27०५४०॥ 00०) का अनुमान 
लंगाया जा सकता है। हम इस अभिधारणा को लेकर चलते है कि इस रेखा से 9 
के विचलनों का बन प्रसामान्य है । इस प्रसामान्य वंटन के प्रसरण को ही हम 
जुढि-बर्ये माध्य कहेंगे) 


३४८ सांख्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


यदि -वें ब्लॉक में /--बें उपचार पानेवाले प्छॉट के लिए 9 लक्षण का मात 
3५ तथा » उक्षण का मान 5५; हो तो इस प्रतिरूप के अनुसार 
975 #+ 0-+5+8 (४/--२)+ €॥) 
पस्सिव2,००* ०० है % ५ 5० 
है 0 । हाफ 7) 
जहाँ [55४५ के प्रत्याशित मानों का माष्य 
पिछले विश्लेपणों की भाँति हम यह अधिधारणा लेकर चल सकते हैं कि. 


9६४5० , »««०(24-) 
त्तया 

[. 

5) 8, ०० ० ७० ०र्भ25:3) 

ईस्ण 


$ २५.३ उपचारों के श्रभाव समान होने की परिकल्पना के अंतर्गत 
समाश्रयण प्रतिरूप के प्राचलों का प्रावकलन हे 
यदि हमें इस निराकरणीय परिकल्पना की जाँच क्रनी है कि सव उपचारों क्के 
प्रभाव समान है तो इसके अनुसार 
६,55० 3 ्त0792,«-५५६ ए 
इस परिकल्पना के अतर्गंत समीकरण (25.2) बदल कर निम्नलिखित ही 
जायगा ४ 
एछ/55 छ0+ 9(७,--३) +- €॥/ हा (25.4) 
. हम नीचे निम्नलिखित सकेतो का उपयोग करेंगे 


डा न >>, ४0५ 4 सं. कचू भा , 
्य उज््य ट; 


टिया 927 


सहुकारी चर का उपग्रोग और सह-प्रसरण विस्लेषण ३४९ 


हमें ७ , 8 और 8 का प्रावकलन करना है जहाँ सता, 2,---, 2। यदि इनके 


भावकलकों को क्रमशः ४, | तथा 3 से सूचित किया जाय तो इनके लिए हमें निम्न- 
लिखित समीकरण प्राप्त होते है । 


() ७ ह च+ ४... + सब 3-प्रेक्षणो का योग 


अथवा. ६४ न ०» (25.5) 


शः रद 


(2) » (४+ 9)+ 8 [&- २] बडा 


सन --वें ब्लॉक के ;--प्रेक्षणों का योग 








अपवा हि 
४ 7 ९8 ्ः 
हक ट(४- ॥)5: 5 [2-5] 
खनन, 2,-५---0 «(350 
> $ [7-2]. 68 [ $ £ 5४28 
(3) कि [है +४ [2 प्र, एप-ओं ] 
ह 2 2 00“) ए५-शे 
बच्न्ग जय 
अथवा द् 
न & अ 
च्च्ः कक कान पीजी मन 06 
8० 2 2 00-50 (४-३ “४, (४०750(४-5) 
हम अब |उइल उ्ा्ताताउआर भार हा ] 
50725 जाओ कप ध्ा 
हि 7.4 अ्‌..ए. 5.-० टी: 
[2९2 2५ - #$ | 42207: ] (25.7) 


थ््््डञ # |) कमर. 2 
[2 औब्ड३औ ] [2 ध 
$ २५-४ बिना परिकल्पना के समाश्रयण प्रतिरूप के प्राचलों का प्रावकलन 


: थें प्राककछक:तो हमें निराकरुणीय परिकल्पना के अतर्गत प्राप्त हुए यदि 
इस परिकल्पना के बिना समीकरण (25-7)-के आधार पर हम ७७ ५, थ और $ 


शेषु० सांदियफी के सिद्धान्त और उपयोग '. 


का प्रावकलन करें और इनको ऋ्रमदः ४,३,, हैं; तथा हूँ से सूचित करें तो इनके 
लिए हमें निम्नलिखित समीकरण प्राप्त होते है । 





(क) $४एऐ ५.. ु 
अथवा पक न ६ कर . #..0[०5-0 * 
(ख) ४» (;+8, ) + है (>- का चर । 
3 8 .)-- _ /७.- 2)... + 
अबवा. हक + (>- 595 जप श। " 
(ग) ४&+४)+ हे (ँ 7) > ४, 


बचा 7,+ -7(७0- 75४5) “४४४7० 
(७) >॥ (केस 0०० कोड 4 0ओे। 
+ 3: 5 0/-9) (७-२) 
बबवा है [3 £7(०/-ओ-- ४ 5:(०/- 2-४ (४--5)॥ 
न | ५ (७-०) ७७-8-$2(००-%) (४४% 
नए 2 ६ 2। 


कह हि अक-की एकिक के) ईक्िकण 20) 


सहकारो चर का उपयोग जोर हिल्फ़ेयन 8५१ 


धर ४-5 
७७ 3.2... अनाओा है 7० 
फिल्शलत फ ):क्धि/ टेश ५ 
ल्न्् (टली: छ---+- ,- )] स्ल्रू (25.7) 


इन परिकलनों के लिए हम एक प्रसरण-सहप्रसरण सारणी की सहायता छे सकते 
जोपृष्ठ ३५२ पर दी हुई है। जिस प्रकार चर का » प्रसरण <. ५ (:४-->0)* होता है 


सी प्रकार ग् श्र (४/7२) (90 ) को &और $ का सह असरप कहते है । 
बन्ञ्व 


यदि 2 और 2 यादृच्छिक चर हो तो ऊँ और ४ का सहपत्रण ॑+ हैं [जें- 
) (7-७५) 

जहाँ ॥ और ॥8 फ्रमणः >( और ९ के प्रत्याशित मान है । 

यह आसानी से देखा जा सकता है कि 


ट $.,->म, 2,,+25,. कट, 
कि अं >> सा 
3७-20... व्यय 
और 5-८: 7७ -- ट 





पप्ण्ः 
८5| 


नम, आन 
२५५ उपचार वर्ग-योग 


यदि हम प्रतिदर्श प्रेक्षणों में समीकरण (25'7) के प्रतिर्प का आसजन 
6॥90॥8) करें तो च्रुदि-वर्य योग निम्नलिखित होगा 


हा 


हक ला है /7/-%- 4-78 ६%४ 7 ॥॥8 


22, (७-ह)-7४7) 


ऐ 


सांदियफी के घिद्धाग्त और उपयोग 


३५२ 





| 
हिंद 





पब्नास्ब् 


5 € साए 
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। 






हि 


>> 


जप 


0० व 2 + हि 
पु 6, १ घ्थ 




















था 0७३४४29-)%७४ 
* [८ ॥छेएर ॥0गनरे 











सहकारी चर का उपयोग और सह-प्रसरण विश्लेषण इ्प३े 


"०-9 ग(>- 90-56 
-+0०-2)) 


(देखिए समीकरण (क), (ख), (ग) और (घ)) 


*, 2२8 -< म््क [(७- नो /+४८) --०३[2% 
2032) % 
(७० मकी+#(५-*-म 07 
म,+ (३2 ) न्न की, 7 2चच2,,- 82,..-(25-22) 


23829 समीकरण (25.4) के प्रतिरूप के आमजन करने पर त्रुदि निम्बलिखित 
हे 
६ ,+ 7, का ./ै$ैफरर्-॥ .#..... (25.73) 


कन8,+ 7५-- 9 अब है कम 
इन दोनों त्रुटियों का अंतर हमें उपचार वर्म-योग देता है ।** क्योकि उपचारों 
के प्रभाव यदि वास्तव में समान होते तो 7९2 और 2२ के प्रत्याशित भाव समान ही 
होते । इनका अतर केवल उपचारों के वर्ग-योग के 7२६ में शामिल हो जाने के कारण 
है। इस तरह 
उपचार वर्ग-योग + २९६--३२5 
जत&,,+7,,--9 8,.+% 2,2)- 97 
नन्‍य,-१(8,,4+7,,)+ 98, 
++उपचार वर्म-्योग प्राप्त करने की यह विधि साधारण (8व्यथर्श) है। 
पिछले प्रयोगों के विद्छेषण में भी उपचार वर्ग-योग को इस विधि से प्राप्त किया 
जी सकता था परंतु वहाँ दी हुई विधि अधिक सरल होने के कारण इस साधारण विधि 
का वर्णन पिछले अध्यायों में नहीं किया गया था । 
देर 


रेप४ड सांश्यिफी फे सिद्धान्त और उपयोग 


२५. ६ परिकल्पनाओं के परीक्षण 

इसलिए यदि हम इस निराकरणीय परिकल्पना की परीक्षा करना चाहते हैं कि 
सब उपचारों के प्रभाव समान है तो हमें उपचार-वर्ग माध्य और शरुटि-वर्ग माध्य 
के अनुपात का कलन करना चाहिए। यदि यह अनुपात 75. ,७.#+ वेंटन के एक 
पूर्व मिश्चित प्रतिशत विदु से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिषृत्पना को 
अस्वीकार कर देंगे। 

यदि परिकल्पना अस्वीझृत होती है तो हमारी चेप्टा यह जानने की होती है कि 
कौन-कौन से उपचारों के प्रभावों के अतर अयं-पूर्ण है । उपचार प्रभाव ६ और ६ के 
अतर का प्राक्कलन निम्नलिखित है। 


3-%& +ू(४/-१)- गिह/-2.0] "«2न39) 
इस प्राककलक का प्रसरण निम्नलिखित हे। 
टू कक स््न्य्श «(25.0 


इस प्रकार प्रत्येक उपचार युग्म के अंतर के प्रावकलन का प्रसरण भिन्न होता है। 
आइए, अब जो भी कुछ गणित हमने सहप्रसरण के विश्लेषण के संबंध में सीखा 
है उसका उपयोग एक उदाहरण में करके उससे अधिक परिचित हो जायें । 


$ २५७ उदाहरण 

तीन प्रकार की खादें हैं । इनका प्रभाव गेहूँ की उपज पर क्या है यह जानने के 
छिए एक यादुच्छिकीकृत ब्लॉक अभिकल्पना का उपयोग किया गया | इस प्रयोर्ग 
में कुछ पाँच ब्लॉक थे। प्रत्येक ब्लॉक में तीन बराबर बरावर क्षेत्रफल के प्लॉट थे । - 
इन तीन प्छॉटों में तीन प्रकार की खादों का प्रयोग किया गया | किस प्लॉट में कौन' 
सी खाद का उपयोग किया जाय यह यादृच्छिकीकरण द्वारा निदचय किया गया। 
इन विभिन्न खाद पाने वाले प्छाँटों में उपज की तुलना करके यह पता चल सकता है कि 
इन खादों के प्रभाव में कोई विद्येष अंतर है या नहीं ॥ 

परंतु इस प्रयोग में ब्लॉक-प्रभाव, खाद-प्रभाव और प्लाट-प्भाव के अतिखित 
विचरण का एक और उद्गम है और वह है पौधों की संख्या यद्यपि दीनों प्लॉटों 
में क्षेत्रफल बराबर है परंतु ग्रेहूँ बोदें का तरीका ऐसा हो सकता है कि इन प्लॉडों में 
पौधों की संख्या भिन्न-भिन्न हो । यह स्पष्ट है कि इस संख्या के अधिक या कम होने का 


सहुरारी घर फा उपयोग नीर राहु-परदरण विश्लेषण ब्पप्‌ 






प्रभाव कुछ उपज को बढ़ाने जबया घटाने में सहायता परेंघायया । फिर भा यह जावे 
श्यक नहीं है हि उपज पौधों की ससवा के ननुपान में ही हो । यद्यपि इस उपुगम से 
उत्पन्न विचरण को भी घरुटि का एफ भाग मानयर पयोग या बिछ्ेयण किया जा सता 
है तथापि इस प्रहार के विश्छेषण में प्रायय लो था प्रसन्‍य जपिक होगा तथा मिरा+ 
क्रणोय परिकल्मना का परीक्षण मामस्यवान (ए०७थापि) नही होगा। यदि 
इस उद्यम से उत्पन्न घिथरण को हम सह-प्रमग्ण विश्लेषण दारा एटा सके तो परी- 
क्षण को सामर्य्य (_0ए८) बड़ जायगी । 
इसके लिए ब्लॉक 4 के जिस सो में /-वी साद का प्रयोग हुजा है उसको 
(॥)) पे मूचित करेंगे। (४) प्छोंड की उपज को हम ४ तथा उसमें पौधों को 
सख्या को हम », से सूचित करेंगे। 
निराकरणीय परिकल्पना 77, ---रादों के प्रभाव समान हैं । 
वैकल्पिक परिकल्पना 77 :--सादों के प्रभाव समान नहीं है । 
९ २५.७१ प्रेक्षण 
प्रयोग के फल नीचे की सारणी में दिये हुए हे । 

सारणी संस्या 252 
ना 



































हे कि 
ब्वॉक ३ प्र प ः 7 »2।3 [इज 29 
रे ध हि १९५ | 8 इ० | 700 | 743 | 373 
2 6 8 9 | 23 क्र | 708 ॥4| 353 
विकार कि 6 । 6 39 | 702 | 52 | 72 । 256 
कै [६ | 8 | 9 त 85 | था [78 | उस4 
| 5 |४ 9] १९० रा ग74 | 94 | 729 337 
कुछ ४.००, | 32 | 36 | 45 ये (460 | 495 | 576 हक 





३५६ सांड्यिफी के सिद्धान्त और उपयोग 
$ २५.७२ विदलेपण 





हु 

्त न 756,672.60 

ही 

सनम 77,548.60 

5२३ ४४: 

० 857.2: 

च््द 57.27 
दि 
(थिखय था) कत 762,545.00 
कच्चे 


यः्ड 3) 2॥ "ौ]7 72,0०7.00 


बच कैच 
र्ड है); 8 
[हे ब््ि 27 कसम 
३३ 
जे डा जे 757,879.67 
ईल्ण 
3 बे ए 
डे डिक: अन्ड 37,656.543 
ट्थ 
हर ठ 
है 270... कै 85707 
म्ड 
ह 
हे 2+>%93 ज_+ 758,049.0० 
बनता 
डर रु डे है, तन 77,70०4-80 
६54 
3 जे एच ज॑_-+ 869.00 
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सारणी संख्या 25 3 


प्रतरण और सह-प्रसरग विश्लेषण सारणी 








पी 0 अननन-नन-, 


























ष् 
वचरण का | स्वातत्य ५ हैः न्‍्हे 
उद्गम संख्या ; | दि 2 
0) | (9) 8) | (५) (9) 
ब्लॉक 4 2,,--6.4० | #,.,5-87.73 जा 
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यदि सहकारी चर के प्रभाव की उपेक्षा कर दी जाती तो उपचारो की तुलना 
के लिए हमारा सिकप नल ज+ # होता जिसका वटन परिकल्पना के सत्य 


होने पर 7५,, होता। इस प्रयोग में 9 का मान 4.55 है जो 7%, के पाँच प्रतिशत 
विंदु 4.46 से अधिक है) (देखिए सारणी सख्या 77.7) इसलिए हम निराकरणीय 
परिकल्पना को अस्वीकार कर देते । परतु यह बहुत सभव है कि इस अस्वीकृति 
का कारण खाद के प्रभावों में अंतर नही वल्कि पौधों की सख्या में अंतर हो । यह भी 
संभव है कि खाद के प्रभावों का अतर 7 प्रतिशत बिंदु पर भी अंपूर्ण हो । आइए 
अब हम पौधों की सख्या के प्रभाव को सहप्रसरण विश्लेषण द्वारा हटाकर देखें कि 
हमारे ऊपर के निष्कर्ष में कुछ अंतर पड़ता हैं या नही | 
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३५८ सांए्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 
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निकप # का यह मान एक प्रतिशत स्तर पर भी अथेपूर्ण है। जब कि सहकारी 
चर की उपेक्षा करने पर प्रेक्षण फल 7 प्रतिशत स्तर पर अर्थहीन है। इससे यह 
मालूम होता है कि सहकारी चर का प्रभाव हटा देने से हमारा परीक्षण अधिक झवित- 
शाली हो सकता है। 

प्रयोग-अभिकल्पनाएँ अन्य भी अनेक प्रकार की होती है परतु उनका विवरण 
देने का न तो इस पुस्तक में स्थान है और न यह आवश्यक ही है। अतः प्रयोग- 
अभिकल्पना के विवरण को हम यही समाप्त करते हूँ । 
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$ २६.१ योजना के लिए सर्वेक्षण की आवश्यकता 


किसी भी योजना को बनाने के पूर्व कुछ आाँकड़ों की आवश्यकता होती है। मान 
छीजिए कि उत्तर प्रदेश सरकार का उद्देश्य १४ वर्ष से छोटे सब वालूक-बालिकाओं 
को नि.धुल्क शिक्षा देना है । इसके लिए यह निश्चित करना होगा कि किस-किस स्थान 
पर कितने स्कूछ सोले जायें और उनमें कितने अध्यापक स्पे जाये। इसके पूर्व कि 
पैरकार इस प्रकार का कोई निश्चय करे उसे कदाचित्‌ निम्नसिखित वातो का ध्यान 
रफना होगा) 

(१) १४ वर्ष से कम के दालक-बालिकाओ की संख्या कितनी है और यह किस 
गति से बढ़ रही है । पदि सरकार की इस बारे में कोई भी चीति है कि एक स्कूल में 
अधिक से अधिक कितने विद्याथियों को पढ़ना चाहिए और विद्याथियों और शिक्षकों 
की सख्या में क्या अनुपात रहना चाहिए तो सरकार को साधारण रूप में यह ज्ञाव हो 
जायभा कि इस योजना के लिए कितने स्कूछ और कितने शिक्षकों की आवश्यकता है। 

(२) वर्तमान स्थिति में उत्तर-प्रदेश में कितने स्कूल हँ--उनमे कितने थिद्यर्थी 
और शिक्षक है। यदि सरकार का शिक्षक-विद्यार्थी अनुपात अथवा एक स्कूल में 
विद्यायियों की सस्या के बारे में कोई निश्चित मत नही है तो इस मत के स्थिर करने 
में यह भूचना उपयोगी सिद्ध हो सकती है । इसके अतिरिक्त इससे यह पता चलेगा कि 
पर्तमान स्कूछों के अतिरिकत कितने नये स्कूलों की स्थापना करना आवश्यक है। 

(३) सरकार को विभिन्न स्थानों पर जन-सख्या का वितरण और एक स्थान से 
हँसरे स्थान तक जाने के लिए सड़कों इत्यादि का ज्ञान यह निश्चय करने के लिए 
आवश्यक है कि स्कूल कहाँ खोले जायेँ। 


३६२ सांख्यिकों के घिद्धान्त और उपपोग 


(४) सरकार को उन पढ़ें-छिखे छोगों की संख्या का भी ज्ञान होना चाहिएं जो 
इन स्कूछों में शिक्षक का पद ग्रहण करने योग्य हैं और शिक्षक बनने के लिए राजी हैं। 

हो सकता है कि इसके अलावा और भी अनेक प्रकार की सूचनाओं की आवश्यकता 
योजना बनाने वालों को हो । यह केवछ एक उदाहरण था परंतु आप स्वयं विभिन्न 
योजनाओं को ध्यान में रखकर यह पता छगा सकते हैं कि हरएक के लिए आँकड़ी 
को आवश्यकता होती है। यह आँकड़े प्रायः ऐसी समप्टियों से संवध रखते है जिनमें 
कुल इकाइयों की सख्या परिमित (970०) होती है। इन आँकड़ों की प्राप्त 
करने के लिए बहुधा सर्वेक्षण करना पड़ता है । यद्यपि समष्टि परिमित होती है परतु 
प्राय: इकाइयों की संख्या इतनी अधिक होती है कि सर्वेक्षण को समष्टि के एक प्रतिदर्थ 
तक ही सीमित रखना पढ़ता है। इस प्रकार के सर्वेक्षण को प्रतिदर्श सर्वेक्षण 
(उथ्या76 877८७) की संज्ञा दी जाती है। 


$ २६.२ सर्वेक्षण में न्रुटियाँ 


इस तरह के सर्वेक्षण में दो तरह की भ्रुटियाँ होती है । 

(7) प्रत्रिचयन चुटि (58978 व्य०7) --समष्टि से चुने हुए विभिन्न 
प्रतिद्शों द्वारा हमें विभिन्न श्रावकलक प्राप्त होते है जो केवल इसी कारण समप्टि 
प्राचल से भिन्न होते है कि प्रतिदर्श मे समष्टि की हर एक इकाई नहीं होती। इस 
कारण से प्राक्कछन और प्राचल में जो अतर होता है उसको प्रतिचयन त्रुटि कहते 
है। विभिन्न प्रतिदर्शों के छिए यह त्रुटि भिन्न भिन्न होगी। किसी यादृच्छिक प्रिं- 
चयन विधि के लिए इन त्रुटियो के वर्ग के माध्य को प्रावकलक की माध्य-वर्गे-तरुटि 
(77९47 340९ ८:07) कहते है। यह किसी विश्येप प्रतिचयन विधि और अव्कलन 
विधि से सबधित त्रुटि का एक माप है। 

(2) अशतिचयन त्रुदि (उएणा-3कफशर धार) --सर्वेक्षण में त्रुटि के 
और भी उद्गम हूँ । मान कीजिए कि हमें उत्तर प्रदेश के मध्यवर्गीय परिवारों की 
औसत आय का प्राक्कलन करना है। प्रावकलन से पूर्व यह जानना आवश्यक 
है कि मध्य वर्गीय परिवार से हमारा क्या तात्पय-है और आय की परिभाषा क्या है। 
यह भी जानना जरूरी है कि परिवार में किस प्रकार के व्यक्तियों को सम्मिलित माना 
जायगा | इन सब परिभाषाओं के होते हुए भी बहुत संभव है कि कुछ मध्य-वर्गीय 
परिवार सर्वेक्षण से छूट जायें और कुछ ऐसे परिवार जो इस परिभाषा की सतुप्ट 
नही करते सर्वेक्षण में गलती से मध्यवर्गीय परिवारों की तरह सम्मिलित कर लिये 


प्रतिदर्श-सर्वेक्षण फे सापारण सिद्धाग्त ३६३ 


जाये। यह भी संभव है कि कुछ परिवारों को जपनी जाय का ठीक पता ने हो इर्सा लए 
उनसे प्ररत करके जो आय का अनुमान छगाया जाता हे बहू बाल्तविक जाय से भिन्न 
मु हो । कुछ कारणों से आय संबंधी प्रश्नी झा उत्तर जाने कर भा गत दिया जा 
सरझुता है। 
अनाज की उपज के सर्वेक्षण में यह पता चलाना होता है कि कितने क्षेत्रफाल में 
जताज दोया गया है । इस प्रझार के सर्वेक्षण के छिए अससथाता (पए%त 
8५०) का सेतों पर जाना आवश्यक है जौर प्रत्येक सेत फे छिए--यदि उसका 
सत्रफल ज्ञात हो---पह पता चलाना आवश्यक है कि उसके क्षेत्रफल के कितने प्रतिशत 
भाग में अनाज लगा हुजा है। इसके लिए अनुसधाता अनुमान का आश्रय छेता है । 
खत को देखकर वह अनुमान छगाता है कि इसके कितने भाग में अनाज लगा हुआा 
है। परतु स्पष्ट है कि उन दो स्थित्तियों को छोडकर जिनमे या तो सेंत में जनाज 
बिलकुल ही न हो अथवा संपूर्ण सेत अनाज से ढेका*हो, अन्य स्थितियों में इस अदाजे 
और वास्तविक अनुपात में कुछ न कुछ जतर अवश्य होगा। यह भी हो सकता है कि , 
ऊँछ अनुसंघाता ईमानदार न हो और बिना सेत पर गये अपनी इच्छा से ही इस 
अनुपात का अनुमान लिख दें । इस प्रयार के अन्य कई कारण है जो प्रतिदर्श विशेष 
से संट ६7.५७. रु हु 
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होता है। प्रतिचयन त्रूटियों को विश्येप भ्रतिचयन विधि और प्रावकलन विधि द्वारा 
कम किया जा सकता है। यह्‌ स्पष्ट है कि यदि प्रतिदर्श में समप्टि की प्रत्येक इकाई 
हो तो प्रतिचयन न्रुटि शून्य होगी ) अप्रतिचयन भुटियों को कम करने के लिए अनु- 
संघाताओं के शिक्षण और नियंत्रण की आवश्यकता है। वे जितने अधिक अनुभपी 
होंगे और उनपर जितना अधिक नियंत्रण रहेगा उतनी ही अप्रतिचयन भुटियाँ कम 
होंगी । यह ध्यान देने की बात है कि प्रतिदरश-परिमाण बढ़ने से प्रतिचयन अुटि तो 
घटती है परंतु अपतिचयन भ्ुटि बढती है । यह सभव है कि एक छोटे प्रतिदर्श से प्राप्त 
प्रवकलन को कुछ चुटि पूरी समप्दि से प्राप्त प्रावकलन की जुटि से कम हो । 


$ २६३ अस्य उपादान 

बुटि के अतिरिक्त सर्वेक्षण में और भी कई उपादानों (9०:०७) 
रखना पड़ता है । इनमें घन और समय विश्ेप उल्लेसनीय है। किसी भी 
मर्वेक्षण के लिए एक निदिचत मात्रा से अधिक घन व्यय करना संभव नहीं होता । 


का विचार 


रेद४ सांढ्ियिको के सिद्धान्त और उपयोग 


जितना अधिक प्रतिदर्श परिमाण होगा उतना ही अधिक धन व्यय करना पढ़ेगा। 
जो धन सर्वेक्षण पर व्यय करना पड़ता है उसे सर्वेक्षण-ब्यय (८०४: ० $ए०) 
कहते है । और यह प्रतिदर्श-परिमाण पर ही नही बल्कि प्रतिचयन विधि और प्रावकलन 
विधि पर भी निर्भर करता है। 

यदि सर्वेक्षण द्वारा आँकड़े बहुत देर में प्राप्त हों वो उनका महत्त्व घट जाता 
है। उदाहरण के लिए भारत में १९५९ में उत्पन्न खाद्यान्नों के आँकड़ों की आव- 
इयकता इसलिए पड़ सकती है कि सरकार आयात- निर्यात के बारे में कोई 
निश्चय कर सके । यदि अन्न आवश्यकता से वहुत कम हुआ हो तो लोगों को भूख 
से बचाने के लिए विदेशों से अन्न मेंगाना पड़ेगा। और यदि अन्न आवश्यकता 
से अधिक हुआ हो तो मशीनों आदि के क्रय के लिए इसको विदेश्षों मं 
बेचकर विदेशी क्रय मुद्रा प्राप्त की जा सकती है। परतु यदि यह आंकड़े हमें १९६१ 
तक प्राप्त हो तो उनका महत्त्व समाप्त हो जाता है। क्योकि यदि अन्न की कमी हुई 
हो तो उसका असर उस समय तक पड़ ही चुका होगा औरआँकड़ों का उपयोग सरकार 
के आलोचक केवल यह कह सकने के लिए कर सकेंगे कि सरकार को १९६० में अमुर्क 
नीति अपनानी चाहिए थो और उसने दूसरी नीति अपना कर ग्रलती की ॥ प्रावकलनों 
को थोड़े समय मे प्राप्त करने के छिए भी यह आवश्यक है कि प्रतिदर्श बहुत बडी 
नहो। 

सर्वेक्षण के सिद्धातों का अभिप्राय घन समय और अन्य अनुवधों के अनुगत एक 
ऐसी प्रतिचमन विधि और प्रावकलन विधि को प्राप्त करना है जिसके लिए प्रावकलन 
त्रुटि न्यूनतम हो । हम यहाँ केवल अ्तिचयन त्रुटि पर विचार करेंगे क्योकि अन्य 
अुटयो को कम करने के लिए प्रतिचयन विधि और प्रावकलन विधि नही वरन्‌ शिक्षण, 
नियत्रण और अनुभव की आवश्यकता है। 


$ २६-४ सरल याद्च्छिक प्रतिचयन ($##%८ कबाबंगाड 5ब0एाएए) 
यादृच्छिक प्रतिचयन की कई विधियाँ है जिनमें से सबसे सरक का नाम सर 
यादृच्छिक प्रतिचयन है । मान लीजिए समष्टि में >५इकाइयाँ 0, ए५, ७५७ ण्छ 
हैँ । इन 2४ इकाइयों में से # परिमाण के कुल (१!) .अलूग-अछग अतिदर्श चुनें जा 
सकते है । यदि प्रतिदर्श इस प्रकार चुना जाय कि इन सव प्रतिद्द्यों के चुने जाने की 


प्रायिकता हल हो दो इस विधि को सरल यादृच्छिक प्रतिचयन कहते है । इसकी 
। विधि यह है कि पहिले तो इकाइयों में से एक इकाई इस प्रकार चुनी' जाय कि सब 


प्रत्तिदर्श-सर्वेक्षण के साघारण सिद्धान्त श्द्दष्‌ 


इकाइयों के चुने जाने की प्राथिकता समान अर्थात्‌ हर हो! फ़िर बाकी बची हुई 
(४-॥) इकाइयों में से एक इकाई इस प्रकार चुनी जाय कि इन बची हुई इकाइयों 
में से प्रत्येक की चुने जाने की प्रायिकता समान याने ड़ हो । इसी तरह ऋमशः 


एक-एक करके /ध इकाइयों को इस प्रकार चुना जाय कि प्रत्येक चुनाव में वाकी 
बची हुई इकाइयों में से प्रत्येक इकाई के चुने जाने की प्रामिकता बराबर रहे । 
९ २६.५ प्रावकलन 


मान लीजिए हम किसी विशेप चर % के औसत मान 3 का प्रावकलन करना 
चाहते है । यदि ।-बवी इकाई (0 के लिए इस चर का मान उठ है वो 


गः 
कर "+> (26.3) 
पर 7 तर 


हेस [वीं चुनी हुई इकाई के लिए ८८ के मान को 4 से सूचित करेये ह खानी ननरीक 
पभी यादृच्छिक चर है जो प्रत्येक मान 5, />-, 2,....-४४ को समान प्रायिकता 


हर से ग्रहण करते है । यदि हम प्रतिदर्श माध्य को # से सूचित करें तो 


यम छोच्आर्-5 


42-०३ 


हे 32० ऊ> है 24 (0) 
4 #> ३ 


हि गा 
परतु 8 (४) लन्ड न्‍ ञंि दि 
रस 


च्च्म्ख 
“ये एज -- जभे >> 
गु का. औ>३ 


इस प्रकार हम देखते है कि >7ं का एक अनभिनत्त प्रावकलक # है। 24 
दूसरी प्रतिचयन विधि से तुलना करने के पूर्व यह्‌ जानना आवस्यक है कि इस प्रा 
की प्रसरण कितना है। 


३६५ सरांडियिकों के सिद्धान्त और उपयोग 
$ २६.६ प्रावकछक का प्रसरण 
प (0) - ४ (६-50 
|$ 
[# 2७-29 ] 


७3 7 लि ] कक 
न कट काउकात-5 3 728 (७-०)४--) 


यह स्पष्ट है कि ऊपर दी हुई प्रतिचयन विधि के लिए 


हे | 


मे ७- है + |. | (॥--20+ 
तथा & (७->2)(७,--२)-- जत्णा) 3, व्य (5->) (5-50 
+ ज़्फ-) 2 0: )/272-<) 
जज, 2 जा 
क्योंकि 28५ (0-2) + 5 (0-9-(६-5) 


बौर १5] (2,-5) -+ 








2 0 [7 2/(0-20* शक 2 (5-5) | 
चिह >> (४-3) 
मा जा हर आल 

थम रस ह5 शी -न्‍>ज[26-2) 


जहाँ 3 ++ 2 टिए) ......(26.3) 
क्फ्जव 


प्रतिदर्श-सरदे्षण के सावारण सिद्धान्त ३६७ 

यदि प्रतिदर्श परिमाण 8 यर्वेप्ट बडा हो ती ५ 7। वटन प्राय प्रसाभान्य होया । 
यदि हम इसके मानक विचछन का प्रायकन कर सऊ तो समप्टि प्राचत ह के दिए 
विश्वास्य-भतराल का प्रावकठन भी किया जा राइता है। हम नीचे 0 (&) का 
प्रावकलन मालूम करेंगे जौर उसके बर्गमूल का उपयोग गानर विचटन के प्रायकंडन 
के लिए फरेंगे। 
६ २६-७ प्रावकलक के स्‍भ्रतरण का प्रावकलन 

$ के समान एक फलन 5* हम प्रतिदर्श के छिए परिभाषित फरते है : 


(26.4) 





५ मो न आकर; ज खा 
ही मन +«>“ञ- ओ (-«», न 
छत बनते 
४ 


गह सिद्ध करना सत्यन्त सरऊ है कि 57 का एक पनभिनत प्रवकलक 5£ है । 


हल पद है ७-म 


_- 3 मै |॥-20-ल्‍आोः 
कम ईब्व 


| 


डा 75] (>अ0ै7-कऋ # (के) 
कितना ५ ।य 


| 








शा है ४२० 
* की कुछ __क ४ 2 (0-४0: 
५] स्प्रजि ध५ िट।9 द कफ ४ उकए] ] 
+ (:->0* 
ज| 52. [४(7४-)- (४-१) 
एए४--7]--7 ) 
हा ्ः .52]2 
डर द प्््स्क झलक (26.5) 
हा 4 


“४. 2 (६) का अनभिनत प्राककलक 2 (७) ः्ैई त्ज्जाः 


३६८ सांड्यिको फे सिद्धान्त और उपयोग 


मम ०० 
हम साधारणतया किसी प्राचकछ 0 के प्राइकलक को 0 से सूचित करेंगे। 
क्र हे 
यदि हम समप्दि योग >€ ++ ७») ऊँ। का प्रावकलन करना चाहें तो स्पप्टतया 
बन 


१-५ >««[26.6) 

75) - उप्गटठ) पल की ४ मास (26.7) 

2090 - ऑफ ४... (26.8) 
१ 


*»' &» का अनभिनत प्राककलक 5* है। 
$ २६.८ अनुपात का प्रावकछन ., 
ऊपर दिये हुए सूत्रों का उपयोग समष्टि में विश्वेष गुण वाली इकाइयों के अनुपात 
के प्रावकलन के लिए भी किया जा सकता है । उदाहरण के लिए मान लीजिए कि एक 
नगर में 2३४ व्यवित है जिनमें से 2४, की उम्र १४ वर्ष अथवा उससे कम है। 
४ हमें ज्ञात नही है। हम नगर में १४ वर्ष से कम उम्र वाले व्यवितयों का अनुपात 
८+ 2४४ जानना $ 
रन 'र्फ़ जानना चाहते हैँ । 
मान लीजिए 2६; एक चर है जो ; वें व्यक्ति की उम्र १४ वर्ष से कम होने पर 
मान 3 ग्रहण करता है अन्यथा मान ० । इस प्रकार नगर के प्रत्येक व्यक्ति के लिए 


एक चर है। यह आप देख सकते है कि > “0 5८ 7४; और एक # परिमाण 
बच्च्य 
के प्रतिदर्श भें ॥ ++ है 5; -- प्रतिदर्श में १४ वर्ष से कम उम्र के व्यवितयों 
बच 


की संख्या । 
8] 
१८ 
र प्रतिदश्श में १४ वर्ष से कम उम्र के व्यक्तियों का अनुपात 
मर 
2 _एचर 
इसी प्रकार 77 (#) स्स्न्ि दा 7 


तप 
दिलिए समीकरण (26-2) और समीकरण (263)] 


7 (९, ड__+> 
"9 क+ 3) व आीषिन  नम नकी 6... सा 
पंत अचतक 4 





प्रतिदर्श-सबेक्षण फे सापारण सिद्धान्त रे६९ 


| _पप-ज पर 
य्पा खुल) 
वरना 
>झ- पिता. पएए-_एएत 
यपया ए-.7 
स्नण४ 
॥(-] 


श्र अप-- आओ 
) 5८ जा का (देखिए समीकरण 26.8) 


2-२) >> [26.70) 


बज ॥ 
(४-१) शत 2 
डदाहरण -- यदि 'पन>7,000 
हच्त200 
गन्नी0 


तो 9 ध्ण 39. ब्र्ड 


200 


ड़ 


्छ |] ॥ 


ि (छ) >> 77000--200 ३८-॥ 3 
३,000%799 5. 5 
24,675 
$ २६.९ विचरण-गुणांक और प्रतिदर्श परिमाण 
च ४ को 
यदि किसी प्रावकलक / का मानक विचलन ० और माध्य (४ हो तो हा ५ 


/%ा विचरण-गुणाक (८०९क्लंटा६ ० एथपं०धं०) कहते है ओर इसे 6.7:60) 

हे चित करते है । बहुधा सर्वेक्षण का उद्देश्य एक निश्चित संख्या से कम विचरण- 

अगांक दाला प्रावकलक प्राप्त करना होता है। सरल यादृच्छिक प्रतिचयन में 

विचरण गरुणांक केवल प्रतिदर्श परिमाण पर ही निर्भर करता है। 5 का विचरण 

कल र्ध मा हि है। यदि हमें समष्टि के लिए न का अच्छा अनुमान हो 
रड 


३७० सांडियकी के सिद्धान्त और उपयोग 


जिसे हम ८: से सूचित करें और यदि हम यह चाहते हों कि & का विचरण ग्रुणाक 
लगभग « हो तो हम प्रतिदर्श परिमाण # को निम्नलिखित सूत्र द्वारा निश्चित कर 
सकते है--- 


रप-ओ# 2-- ८ 
उप 

अथवा न न्‍+ न 

क्या ले 
7? __ प८ा-+-(2 
अवा न कला 

__ 2८१ 

अयवा 5 फ्रश्यटर 


उदाहरण--यदि हमें यह ज्ञात है कि १४ वर्ष से कम उम्र के व्यक्तियों का अनु- 
पात प्रायः ३० प्रतिशत है तो >2-- ०.३, 


58 5 पक ला म्ः फ््प (०.३१४०.7) दिखिए समीकरण 26.70] 





यदि 2 ययेप्ट रूप से बड़ा हो तो फ््र की जगह सरलता के लिए 7 रख लेने से 
रस, है 


कोई विश्ञेप त्रुटि नहीं होगी । इस प्रकार 
८४ -- ०३२०7 _ 7 
0.3 ८0.3 3 
यदि हम 9 के विचरण गुणाक को 2 प्रतिशत के लगभग चाहते है तो 


«। ++ (0.02* +5 0.00००4 हे 


* इच्छित प्रतिदर्श _झ__ _ 7203 
«*« इच्छित प्रतिदर्श परिमाण # ८८ ब्व्व्फ्जफऊ 
यदि /४ बहुत बड़ा हो तो 
ह 207 कप मम 
" ३>९०.०००4 
उन 22000 


व 
बच 5534 


अध्याय २७ 


सतरित प्रतिचयन ($0#०व $97फडठ ) 


$ २७.१ परिचय 


सरल यादुच्छिक प्रतिचयन का प्रयोग केवल उस दशा में किया जाता है जब 
समष्टि के बारे मे कोई ज्ञान त हो अथवा यदि कुछ ज्ञान हो भी तो बहुत मामूली सा ! 
समष्टि के बारे में जिस प्रकार का और जितना ज्ञान होता है उसके अनुसार प्रतिचयन 
विधि में संशोधन करके उसे अधिक दद्ष बनाया जा सकता है । इनमे से एक सशोधित 
विधि सम्ठि को कुछ स्तरों में विभाजित करके प्रत्येक में से अछयग-अलग सरल बादू- 
छिछिक प्रतिचयन करने की है। इस विधि को स्तरित सरल यादृच्छिक प्रतिययन 
(50%कगपे झंग्राएौ|ल इशातं०ण ६४एएगाट्) कहते है । 


$ २७.२ प्रावकलून 


मान लीजिए समष्टि को [£ स्तरों में विभाजित कर दिया गया है जिसमें से ।- 
वें स्तर को | से सूचित किया जायगा । मान लीजिए कि & में कुल /४ इकाइयाँ 
हैं और इसकी / वी इकाई के लिए « का मान 27, है। इसके अतिरिक्त 


पा 

25५, ज| २५ 
ख्वि 

4 ध 
ख्ख्््ऊ ये हू गए 
स्व कन्या 

डर रब 

जन 

2९ 


यदि & में से ।-वीं चुनी हुई इकाई के & के मान को 5६ से सूचित किया जाय 
और यदि ३-वें स्तर में से ॥ इकाइयाँ चुनी जायें वो 26 का एक अनभिनत प्रावकलक 


जा 
अबतक श्प ड़ ॥ 
है. कच्चे 


श्७छर सांल्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


4 / 2 
इसलिए के 2705 - रख्ण्य 
बच्च हा 
4 
न्च््य्ज्त 
ब्च्च 
च्त्जे ननन्नश7 ) 


भर 
इस प्रकार > का एक अनभिनत प्रावककछक >#८-- 2 एज है। यह 
बस्न 
ना ६ ३ 
स्पष्ट है कि # का अनभिनत प्रावकलक ज़ 2 उभर; है। 
क्च्य 


2 2 
8 २७.३ प्राक्‍क्छत का प्रसरण 7 [2705]-2 70४2) 
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स्तरित प्रतिचदयन ३७३ 


$ २७५ विभिन्न स्तरों में प्रतिदर्श प्रमाण का वितरण 
२७.५,१ समानुपाती वितरण 


ि 
अब हमारे सामने समस्या यह है कि कुल प्रतिदर्श परिमाण #न्न < ॥ 


बल्ज्य 


के दिये होने पर विभिन्न स्तरों के प्रतिदर्श परिमाण %॥ को किस अकार निश्चित किया 
जाय । एक तरौोका तो यह है कि प्रतिदर्श परिमाण स्तरों को इकाइयों की मख्या के 
बनुपात में हो । इस प्रकार के वितरण को समानुतराती वितरण (डाकृकींगावां 
व०८4४०॥) कहते हैँ । 


समानुपाती वितरण के लिए प्रावकलक को 0७ से सूचित किया जायगा। 
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बईज्ब] /स 7 
इस प्रकार के वितरण के लिए प्रावकलक बहुत सरल हो जाता है। इसके लिए 
३, 8 ४ (१४--॥)0 ५» 

2 (कक) 5 हम यथा के 
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३७४ सांश्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 
६ २७.५-२ अनुकूलतम वितरण 
यदि सर्वेक्षण का व्यय प्रत्येक स्तर में केवल प्रतिदर्श इकाइयों पर निर्भर करता 
हो और ॥-ें स्तर में एक इकाई के सर्वेक्षण पर व्यय ८ हो तो संपूर्ण सर्वेक्षण का व्यय. 
फलन (? निम्नलिखित होगा | 
& 
0जज्यटाफऋ «(27-70 
बस्ज व 


हम इस प्रकार के वितरण (#,0»---॥%) को निर्धारित करना चाहते हैं 
जिसके लिए प्रसरण दिये होने पर व्यय लूघुतम अथवा व्यय (2, दिये होने पर प्रसरण 
निम्नतम हो । इस चितरण को माझूम करने के लिए निम्नलिखित विधि का उप- 
योग करना होगा । सर्वप्रथम हम एक परिमाण (2 की परिभाषा देते हैँ । 


£ः 
९55 7(5$%)--+ [५-2 छ्क् ] सी ल (गो 
5 
च्न्ज् रा ( -76) $-) [७-2 ८» ] 


(2 के निम्नतम मान के लिए ॥,,88)»-००६ ॥ का पता निम्नलिखित सूत्रों को 
हल करने से मिलता है। 
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8६ २७.६ स्तरण-विधि (कधा् शी आयधीव्या०४) 
एक समस्या यह है कि यदि समष्टि को (£ स्तरों में विभाजित करने की स्पतत्रता 
किया जाय । यह हम इस प्रकार करना चाहेंगे कि 


हो तो यह विभाजन किस प्रकार 
प्रावककलक का प्रसरण जहाँ तक हो सके कम हो जाय । हम जानते है कि 
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३७६ सांख्यिकी, के सिद्धान्त और उपयोग 


यदि हम समानुपाती वितरण प्राप्त करने का विचार रखते है तो हम समप्डि को 
इस प्रकार स्तरित करना चाहेंगे कि ऊपर लिखित अतर अधिकतम हो। इसकें लिए 
विभिन्न स्तरों की समप्टियो के माध्यो में अधिक से अधिक अतर होना चाहिए। 


९ २७,७ सन्निकटन (49|०ंकद07) 2 चुटकी 


इस प्रकार के अनुकूलवम वितरण और अनुक्छतम स्तरण को तभी.प्राप्त किया जा 
सकता है जब हमें सम्टि के वारे में सथेप्ट जानकारी हो । उदाहरण के लिए अनु- 
कूलतम वितरण में के ज्ञान की आवश्यकता है । परंठु यह ऐसा समप्टि-प्राचल 
है जिसका ज्ञान सर्वेक्षण के पूर्व नहीं हो सकता | इसके अन्नात होने की अवस्था में हमे 
समानुपाती वितरण का प्रयोग करके ही संतुष्ट हो सकते हैं । - यदि हमें 5; के.किसी 
अच्छे प्रावकलन 5; का ज्ञान हो तो वितरण इसके आधार पर करने से आशा की जा 
सकती है कि वितरण अनुकूछतम वितरण से बहुत भिन्न नही होगा । 

यह भी हो सकता है कि हमे & से घनिष्द रूप से समधित किसी और चर » के 
लिए &/ का ज्ञान हो जहाँ 


57 <+ 2 (४/-४) 
3७४. 
है १ 





डा ४ 
और यह विद्वास हो कि रद लछग्रभग अचर है तो ॥ का करत 5/ के आधार पंर 
किया जा सकता है। इस प्रकार के तरीके को अनुकूलतम परिस्थिति के लिए सच्चि- 
कटन कहते है । यदि इस सन्निकटन और समानुपाती वितरण में अधिक अतर न हो 
तो समानपात्ती वितरण का ही उपयोग अधिक अच्छा है क्योकि इससे प्रसरण में 
विज्येप अतर नही पड़ेगा जब कि प्रावकलन बहुत सरल हो जायगा । 


इसी प्रकार अनुकूलतम स्तरण के लिए ्् (४/--४९)* के मान को 


महत्तम बनाने की चेष्ठा की जा सकती है जहां ह। और ह के माव भात हैं। 
इस प्रकार का ह्तरण लगभग अनुकूछतम होगा । 


डे 


अध्याय २८ 


हि-चरणी प्रतिचयन (#'त्र०-598९ 5थाए7्ट ) 
$ २८.१ प्रतिचयन विधि और व्यय 


ऊपर लिखी प्रतिचयन विधियों के लिए यह आवध्यक है कि प्रतिचयन कर्त्ता के 
पाप्त सभी इकाइयों की एक सूची हो। वहुधा यह सभव मही होता । उदाहरण के लिए 
यदि हम भारतीय किसान परिवारों का प्रतिदर्श चयन करना चाहते हैँ तो सब परि- 
वारों की सूची प्राप्त करना लगभग असंभव होगा । यदि यह सूची हम बनाना चाहे तो 
सर्वेक्षण से भी अधिक घन और समय इस मूची के बनाने मे छग जायगा। इसलिए 
हमे किसी और प्रकार की प्रतिचयन विधि का आश्रय लेना पडता है। यदि हमारे 
पास सब किसान परिवारों की सूची हो भी तो सरल यादृष्छिक अतिचयन के अवलवन 
से यह बहुत सभव है कि प्रत्येक परिवार एक अरूग ही गाँव से चुना जाय । भारत में 
गाँवों की कुल सल्या साढ़े छ. छाख से भी अधिक होने के कारण इस बात की सभावना 
बहुत कम है कि हजार दो हजार परिवारों में से कोई दो परिवार भी एक ही गाँव से 
चुने जायेंगे। इस प्रकार के सर्वेक्षण में एक गाँव से दूसरे गाँव की यात्रा का व्यय कुछ 
सर्वेक्षण व्यय का एक मुख्य भाग बन जायगा । यह बहुत सभव है कि इस यात्रा व्यय 
कम करके इस धन को अधिक परियारो के सर्वेक्षण मे लगाया जाता तो कुल प्रसरण 
में कमी हो जाती । इस प्रकार के दो कारण जो विद्येप कर व्यय के कम करने से सवध 
रखते हूँ हमें उस प्रतिचयन विधि का अवलबन करने का सकेत करते हूँ जो द्वि-चरणी 
प्रतिचयन कहलाता है। 
$ २८.२ द्विन्चरणी प्रतिचयन विधि 
इसमें प्रतिचयन उत्तरोत्तर दो चरण में किया जाता है। यदि अतिम इकाइयों 
की सूची हमारे पास नही है अयवा उनके सरल प्रतिचयन में अपव्यय होता है तो हम 
पहिले इस प्रकार की इकाइयों के कई समूह बना छेते है--ख्ाधघारणतया यह समूह 
पहिछे से ही बने होते है और इतके निर्माण की आवश्यकता नहीं पड़ती । श्रतिचयन 
के पहिले चरण में हम इन समूहों मे से कुछ का चयन करते है । इस प्रकार में समूह 
प्रतिचयन की प्रयम-चरणी इकाइयाँ कहलाते है | इसके बाद इन चुनो हुई प्रयम> 


श्छ्८ट सांद्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


चरणी इकाइयों में से प्रत्येक में से कुछ निश्चित संख्या में अंतिम इकाइयों को चुना 
जाता है। इस कारण ये द्वितीय-चरणी इकाइयाँ कहलाती हैं । उदाहरणार्थ किसान 
परिवारों के चयन के लिए पहिले भारत में कुछ गांवों का चयन किया जा सकता है । 


इन चुने हुए गाँवों में किसान परिवार की सूची तेयार की जा सकती है ! इनमें से कुछ 
परिवार प्रत्येक चुने हुए गाँव में से चयन किये जा सकते हैं । 
$ २८.३ संकेत 

मान लीजिए समष्टि में ४ प्रथम-चरणी इकाइयाँ ए। 0,, 0,,... ... ०0% 
है । $-वी इकाई ए॥ में 24; द्वितीय-चरणी इकाइयाँ ए)॥, 00,...... 0 26 है । 
मान छीजिए (0, के लिए गुण & का मान ऊँ; है। 
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$ २८.४ प्रतिचयन - 


पहिले प्रथम-चरणी इकाइयों में से # परिमाण का एक सरल यादृच्छिक प्रतिदर्श 
चुनते है । चुनी हुई इकाइयो में से 7-वी के गुण & के मान को हम » से सूचित 
करेंगे। इस -वी इकाई की कुछ 28 इकाइयो में से हम #॥ द्वितीय-चरणी इकाइयाँ 
सरल यादच्छिक प्रतिचयन द्वारा चुनते हैं। इसकी / वीं चुनी हुई द्वितीय-चरणी 
इकाई के & गुण के मान को हम &| से सूचित करेंगे । 
६ २८.५ प्रावकलछन 


मा 
इस द्वितीय-चरणी चयन के लिए 28 5 >य) को ऊँ। का प्राककलक मात्रा जा 
का) 472 


सकता है । 


ख् 25 है. | ब्न्ग्ग 
माय /रूच7 


द्विनचरणी प्रतिचयत ३७९ 
इकाई दिये होने पर द्वितीय- चरणी इकाइयों पर 


यहाँ हम 5, द्वारा प्रथम-चरणो इक 
गे सूचित करने हैं। 


आश्रित प्रावकलक के प्रत्याशित मान के 


क 
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३८० सांड्यिकी के सिद्धान्त भर उपयोग 


र्प ख्र् ड़ 

रे 
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हो 23 78 0 27308 5 (0) 
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यदि हम द्वितीय-चरणी इकाइयों के आधार पर 5 से &॥ का प्रावकलन करें 
॥५ म प 


2 
58 ० 7 _ 9४ 2/-+-- 22. #&, ) किन £ 
8. काया क७0य ९५८ ऋण) ( 
कक 24, -- 8, 
तथा (28.4) के दूसरे भाग का प्रावकलक स्पप्टतया व 200/0-% 


मारे इच्वय. मा 
5 है। इसी प्रकार प्रथम भाग का प्राक्कलन भी प्राप्त किया जा सकता है । 


मे ४ (एट--9 - ससकाट(ट)-ह2(0) 
ब्स्च 


न्‍| (7) 3 (६-502-7०6--2) 2 ट/7/-7१0 89 
क्‍फ्य ऋचा बच हर 


इसलिए प्रथम भाग का प्राककलन निम्नलिखित है 


4 (म>,-- 5 ० 
(४-६) [> 7) जम 24(0/777%) हि ] 
हा 


क्रय ब्त्म्य #५ 





इस प्रकार 7?) +- प्र 9 (डे; 


पर ऊ 247४-९०) है] 


छः हत्या हा 


दि-चरणोी प्रतिययन ३८१ 


यदि प्रत्येक प्रथम-चरणी इकाई में )/्‌॒काइयाँ हो। जिनमें से ॥ घुनी जायें, तो 


पे 





दर 7 & हे 
क्ल् 53 मय 
कर औ-# ८५ मै है 62 
एड) डर बे 5 
(0) छा 2 7 आकक 07 
हि 
यदि 83 -« -. | 89 .>« (28 8) 
ब्क 
डे 
बौर $2 -« 32 +- फट तो 
का, 
> ईस-ह 5-2, शशिए--॥॥ ९ 
पर 5 अत आाक हा >> पद 4०६३० (6: 
(१) य्शा 5४ टिसाा.. (४४9) 


रे हर 4 2 
यदि 3; नई - . ह 5५ तथा 5 +_- 55 ४६४ 
॥॥. कण (((4 


कई ट्ि खो तो यह आप आसानी से सिद्ध कर सकते है कि 
॥>57 +ब्३ पट 


शक्ति ए ,० 0 ऑटरआ४ (9 ">« (28.40 
#७0 ८ गुफा ९ फः जग्ज्ाफ़ मा ( ) 


$ २८.८ अनुकूछतम वितरण 

यदि हम सब चुनी हुई प्रथम-चरणी इकाइयों से से वरावर सख्या में द्वितीय-चरणी 
इकाइयों का चयन करना चाहें तो हम यह जानना चाहेंगे कि कुल व्यय के दिये होने पर 
कितनी प्रथम-चरणो इकाइयों और प्रत्येक प्रथम-चरणी इफाई में से कितनी हवितीय॑ 
चरणी इकाइयों का चयन किया जाय। 

हम निम्नलिखित व्यय फलन को उपयोग करेंगे 

(४ -+5 4+छा--बीका 

जहाँ 4 कुछ ऐसा व्यय है जिसका प्रतिदर्श परिमाण से कुछ संवध नहीं है, / अत्येक 
प्रघम-परणी इकाई से सवधित और. ४ प्रत्येक छितीय चरणी इकाई से संबंधित 
ब्यय है। है 


शे८२ सांख्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 
इसी प्रकार प्रसरण फलन को निम्नलिसित रूप में रखा जा सकता है 


गम ं है & 
4 2॥54 2 2738$ 
गम कब्जा 


7- - 2. 8३ + -8 -- + 4] मम 2 विक्की 
ये करन 2घ३१ ह0... परी 
सन्त _' न 7 


१(॥ (८4 


कुल व्यय ८) के दिये होने पर हम ॥# और # के ऐसे मानो का पता चलाना चाहते 
हैं जो प्रसरण को निम्नतम कर दें । इसके लिए हम एक परिमाण (३ की परिभाषा 
देते है । 
(९७5७ ८४ +- नः पता न ले [बन-#र्न-बंका-- 0, 


/ और # को प्राप्त करने के लिए निम्बलछिखित समीकरण हैं 


) 2९ ०७ अथवा -“ _ _.) 
(0) रह 0: ंयब रन | 


क्ष्क 
अथवा ॥8 ८ 77 4 र॒र॒र॒य॒य॒॥ +-+«« (28.75) 
॥/) 2० __ 
00 ५ 
अबवा -2- + _ -+ 3 [+-कंणे 
का का 


जयवा | + . +- 3 [#--वंकतो 
का का 


ँ/४ 
अंध्यो: «२४ मे छः 
। 


अत हक [28:72, 
बबवा # र+ खत र् प्र (28.72 


द्वि-चरणी प्रतिचयन ३८३ 


समीकरण (28.77) को (28.72) से विभाजित करने पर 


कर 


इस प्रकार यह प्रतीत होता है कि यदि व्यय-फलन उपरिलिसित है तो # का 
अनुकूछतम मान कुल ब्यय से स्वतन्न है। कुल व्यय के विभिन्न मान दिये होने पर 
केवल # के मान में अंतर आयेगा और 9? का मान स्थिर रहेगा। 

यह्‌ स्पष्ट है कि 6, 8, ८ तथा ४, ४, और ८ हमे पहिले से ज्ञात नही हो सकते । 
इन प्राचलों के मान मालूम करने के लिए छोटे पैमाने पर एक आरभिक सर्वेक्षण की 
आवश्यकता होती है। इसके आधार पर इन प्राचलों का प्रावककलत किया जाता है। 


$ २८९ उदाहरण 


समष्दि में कुछ 20,000 प्रथम-चरणी इकाइयों थी जिनमें से प्रारभिक सर्वेक्षण 
में 2० चुनी गयीं। प्रत्येक प्रयम-चरणी इकाई में 7,000 द्वितीय-चरणी इकाइयाँ 
थीं। चुनी हुई प्रथम-चरणी इकाइयों में से प्रत्येक मे से ३ द्विवीय-चरणी इकाइयाँ 
चुनी गयीं। इस प्रकार हमें निम्नलिखित सामग्री प्राप्त हुई 





हब, की अधिएझाओं ४ 
्अक हा] 
20 4७32. 4 ३ 
20 3 20.२४ 
हि कि ्थ] [ प-- -> ८ तर] लक 25-33 
79 #छ7 20 जा. 
* $2च्नल और +-- जः 3 न्‍ते 2०5 
«« असरण फलन का निम्नलिखित प्रावकलन होगा 
5 5 अवखयव 
हे कल (< न ) % शआ-०५ न (77 7 उठठ्व्खयठ० 
गा 20,000, 7 )/। ,' 


'... 37.05 ॥ ९ है 


_ क कह 





है बॉ बने 0, # न्‍+े 27.05, मं कत गअ4 


रेटड सांख्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


इसके अलावा हमें निम्नलिखित 6, 9 और ८ के मान प्राप्त हुए । 
4 5 7,000 रुपए; 8 + 42.70 रुपए, ८ -+ 6.72 रुपए 


पकटन 42-702८ 2-24. 
27,052 6.2 
घ्ल 2 


यदि सर्वेक्षण के लिए कुछ 5,००० रुपए मजूर हुए हों तो 


5,000 रुपए 55 7,000 रुपए न- (42-70) # रुपए नं (6.72) 278 रपए 
परतु # न्‍जू 2 
५ ह# +5 5000-7०0० * 
42-70--72-24 डे >प्ल 
ल्‍ >>. 4000 
54-34 


१४% 77 ह 


अध्याय २९ 


सामूहिक प्रतिचयन (ठाए्शरद अधणणीए8 ) 


8 २९.१ सामूहिक प्रतिचयन 

यदि हमें # परिमाण का एक प्रतिदर्श चुनना हो तो समप्टि को का इकाइयों के 

ह मूह को चुना जा सकता है। इस प्रकार के 

रु री । यह आवश्यक नहीं है कि प्रत्येक समूह 
में इकाइयों की सख्या वरावर ही हो अववा केवल एक ही समूह का चयन किया जाय। 
उदाहरण के लिए किसान परिवारों के सर्वेक्षण में यदि हम कुछ गाँवो को चुने और 
इन गाँवों के सभी किसान परिवारों का सर्वेक्षण करें तो यह एक सामूहिक प्रतिचयन 
होगा। आप सामूहिक प्रतिचयन को द्वि-चरणी प्रचयन का एक सीमात रूप समक्ष 
सकते हैँ जिसमें ॥॥;--२ 

मान लीजिए कुल समप्टि को ९ समूहों में विभाजित किया गया है और इसमें से / 
समूहों का सरल यादृच्छिक प्रतिचयन किया गया है। -वें चुने हुए समूह के लिए 
गुण ४ के योग को 5४ से सूचित किया जायगा। 


्‌ स्ट्‌ 
हज श् नन्‍न ऑउ तामे ००294) 
हि ईन्ब्व, ईब्ग्य 
इस प्रकार इस प्रचयन-विधि के लिए गुण-समष्टिन्योग का प्राकलक 
श | 
२ हऋद है। 
हि. ३ 
$ २९.२ अनुपाती प्रावकलन 
हे [की सं: ५ दी तो हम 2९ के 
यदि हमें समप्टि की कुल इकाइयों की संख्या 27 2 7/बात तो हम 
व्ल 
इस प्रावकछक को 76 से भाग देकर कर्ता प्रावकलन प्राप्त कर सकते है। परतु 
बहुधा हमें समष्टि की कुल इकाइयों की सख्या ज्ञात नहीं होती । यदि हम प्रति किसान 
तें की संख्या ज्ञात 


परिवार आय का प्रावकलन करना चाहें तो हमें कुछ किसान परिषारों 


र५ 


इ्टद सांद्यिफी के सिद्धान्त और उपयोग 


होती चाहिए, तभी हम इस प्रकार के प्रावकलन का प्रयोग कर सकते हूँ । जिस प्रकार 
किसान परिवारों की कुछ आय का प्रावकलन किया गया है उसी प्रकार कुछ कितताव 
परिवारों की संख्या का भी प्रावकलछून किया जा सकता है । इन दो प्रावकलनों के अनुपात 
से हमें प्रति किसान परिवार आय का एक प्राक्कलन प्राप्त हो जाता है। यदि #-नें चुने 
हुए गाँव में किसान परिवारों की संख्या ॥४ हो तो कुल परिवार सख्या का प्रावकलक 


रत ः ० 
मीचन्फूटका 292) 
बस्ण्व 
ट 
श्ञ ल्‍्; 
कया ....*“फ॒_ & (29.3) 
कज हु 
है १4 | ञ का 


बंच्ज्य हर 
इस प्रकार की प्रावकलन विधि को अनुपाती-प्रावकलन (४० 5पए०४४००) 
कहते है क्योकि यह दो प्रावकलनो के अनुपात से प्राप्त होता है ॥ यह प्रावकलन अनभिवत 
नही होता । यदि // का ज्ञान हो तो दो प्रकार के प्राककलक हो सकते है। 


5 59 
(7) ८ ञ् 
9) 7 है 


* यदि विश्निन्न गाँवों की प्रति किसान-परिवार-आय में विशेष अतर न हो परंतु 
किसान परिवारों की संख्या में बहुत अतर हो तो यह देखा जा सकता है कि इंसरा 


प्रावकलक हि अभिनत होते हुए भी श्र से उत्तम होगा। 
$ २९.३ व्यवस्थित-प्रतिचयन ( 3)अव्कादा० 3द्काफ्ञकि: ) 
सामूहिक प्रतिचयन का एक विश्येप रूप व्यवस्थित-प्रतिचयन है। मान लीजिए 

कि समष्टि में कुल #£ इकाइया हूँ जिनमें से # इकाइयों का एक प्रतिदर्श चुनना है। 
यदि ॥ बहुत वड़ी सख्या हो तो इस परिभाण के सरल यादृच्छिक प्रतिचयन में काफी 
समय लग सकता है। इससे अधिक सरल विधि निम्नलिखित है। 

/ सरल यादृच्छिक प्रतिचयन द्वारा 7 से £ के बीच में कोई सख्या चुन लीजिए। 
मान छीजिए यह संख्या # है। यदि #-वी इकाई को 7 से सूचित किया जाम हो 
प्रतिदद्ध प्राप्त करने के छिए निम्नछिखित इकाइया चुन लोजिए -- 


सामूहिक प्रतिचयन इेट७ 


छ ए48--७ पक «० फिकाए-- नर्णिजक-छ 

ह इस प्रकार के प्रतिचयन को व्यवस्थित प्रतिचयन, प्रवम चुनी सख्या + को यादू- 
च्छक आरंभ [प््यातं०णा 5७४६) और [ को प्रत्तिययन मतरालू (४0पछकिह 
7(४ए०) कहते हैँ । 

यह देखा जा सकता है फि यह नो सामूहिक प्रतिचयन ही का एक विशेष रूप 
है। इसमें समप्दि को # इकाइयों के निम्नलिखित /£ समूहों में विभाजित किया 
जाता है। 

(0/ एन >नणिकन्‍न एफ 3 7नता,2,3,---- 

व्यवस्थित प्रतिचयन द्वारा हम इनमें से एक समूह को चुन लेते हूँ । 
$ २९.४ प्रारोहक समूह (07०कएएए ४४5८5) वहुधा समष्टि की कुल 
इकाइयों फो संख्या 2४ को प्रतिदर्श परिमाण # और किसी पूर्णाक के गुणव फल के रूप 
में नही रखा जा सकता । उदाहरण के लिए यदि 307 इकाइयो में से 70 को चुनना 
हो तो ऊपर छिपी विधि नही अपनायी जा सफती | इसके लिए जिस विधि का प्रयोग 
किया जाता है, वह नीचे दी हुई है। 

पहिले । और 2५ के बीच एक संख्या + को यादृच्छिक प्रतिचयन द्वारा चुना जाता 


है। यदि नन्ष नल रर (अर्यात्‌ # का भाग में / बार जाता है और शेप बच 
|| 


जाता है, दूसरे झब्दों में / उन सब पूर्ण सख्याओ में से महत्तम है जो टः से छोटी 


है) तो इस चयन में + को यादुच्छिक आरम और ४ को अतराल लिया जाता है । 
इस प्रकार चुना हुआ प्रतिदर्श निम्नलिखित होता हैं 

फए.ए,, 0.33,,... ७. एिफकरन जीफ७-)४ 

यहाँ जब --5>पर हो जाब तव एान-£ के स्थाव में टीन 
चुना जाता है। उदाहरण के लिए यदि 7स--707, #च्त7० तो £+-+79 ) यदि 
? और 707 के बीच चुनी हुई सख्या 89 हो वो प्रतिदर्श निम्नलिखित होगा 

छ,, छ, छ पा छ्&, ण्फ छः एड फ्फ़ ण् 
यानी छ् छ छ,, एछ,., 0.७, 03% छ&, ७... एक छ्ड 

इस प्रकार के प्रतिचयन को भो व्यवस्थित प्रतिवयन कहते हैं परंतु जिन समूहों 
फो चुना जा सकता है थे परस्पर अपवर्जी (०४८एम०७) नही होते वल्कि प्रारोहक 


३८८: सांपियफो के सिद्धाग्त और उपयोग 
(०९८४०फए॑गष्ट) होते हूँ। इस प्रकार के व्यवस्यित प्रतिचयन के लिए भी प्रतिदर्श- 
माध्य समप्टि-माध्य का अनिभिनत प्रायकलक होता है। 
8६ २९.५ सामूहिक प्रतिचयन में प्रसरण 

यह स्पष्ट है कि सामूहिक प्रतिचयन के लिए यदि प्रसरण को 7८ से सूचित 
किया जाय तो 


»ज्, 
ए(८ प्र है ४ 
द्रन सिप-0 4: (अ व्क). 2) 
ऐ कप 

$ २९.६ प्रसरण का प्रावकलूक 
कि ल्‍ 

2. 2 (5, 
पक £४(-2 0) ॥४ ( रे | ) (29.5) 


यदि प्रतिदर्श में केवल एक समूह चुना जाय जैसा कि व्यवस्थित प्रतिचयन में 
होता है तो समष्ठि योग के प्रावकलछक के प्रसरण का प्राक्कलन नही किया जा सकता । 
$ २९-७ सामूहिक और सरल यादृच्छिक प्रतिचयन की तुलना 

आप यह जानना चाहेंगे कि सरक यादृच्छिक प्रतिचयन की तुलना में सामूहिक 
प्रतिचयन से प्राप्त प्राककलन का प्रसरण किस अवस्था में अधिक और किस अवस्था में 
कम होता है! 

का १ आन ४ 
--व)3$+-> 2 | नये £ ; 
(फ-गेअन ये (5, | ) 


/>5१ /#ल्‍ञ7 
द्र्ट् 
| क् 
ट. 2,((७४- 22 + हू 2(२- 2००) 
न ्ट 


्‌ हक हक रा] 
स्घ-)ओ 2 5/+र- ्ज 
४ 2, न हर गद्य (< बन 5) 
खट 


सामूहिक प्रतिययन ३८९ 


कर 


ड़ 
यदि हम जे 2 5, को 50 से सूचित करें सो 
4! 


#< ((--£ र 2 __ ६ 2 2 
(“रा न्‍ [(फ-ग शहर 08१ “299 
खत (((- |) 2 

ति रे 
व «(29-70 


हुवा कक 


सरल यादुच्छिक प्रतिचयन से सामूहिक प्रतिचयन उत्तम होगा यदि 
(पाए-- )8-#(ल्‍-)5 < (८-75 
बयवा.. #(-) हे 57] <० 
अथवा... 5<3. 

5 समूहाम्यन्तरिक प्रसरण है। हम देखते है कि समूहाम्यन्तरिक प्रसरण 
कुल समष्टि के प्रसरण से अधिक हो तो सामूहिक प्रतिचयन अधिक उत्तम होता है। 
यदि विभिन्न समूहों के बनाने की हमें स्वतंत्रता हो और व्यय में इन समूहों के 
निर्माण से कुछ अतर न पड़े तो यह निर्माण इस प्रकार करना चाहिए कि वे अधिक- 
से-अधिक विपमांग (7८४८०४०7०प७ हो । अर्थात्‌ समूहाम्यन्तरिक प्रसरग 
अधिक-से-अधिक हो । 
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अनुपाती प्रावकलन (पेक४४० छा) 
$ ३०.१ अनुपात का प्राकवकरून 


यदि दो समष्टिन्योग >ऊ और ४! के अनुपात ह्ल्ट्रेका प्रावकलन करना हो 


हर १8 
तो >£ और ४ के अलग-अछग प्रावकलनों >टैतथा 9 के अनुपात किन पल का 


ये 
इसके लिए प्रयोग किया जाता है। यह सिद्ध किया जा सकता है कि इस प्रकार का 
प्रावककलन अनभिनत नहीं होता । 
यदि प्रतिदशश--परिमाण यथेष्ट रूप से वड़ा हो तो इस प्रावकछक की 


अभिनति और माध्यवर्ग-बरुटि (7०07 3व०७० ८य्०) का सन्चिकटन 9 और है 
के प्रसरणो और सहप्रसरणों तथा अभिनतियो के फलन के रूप में किया जा सकता है। 
ये सन्निकटन निम्नलिखित है-- 


$ ३०.२ अनुपाती प्रावकलक अभिनति 
20) -- 5 (९-२) 


न्ल्डि [जुिह )] 








परतु जा ) जहाँ म00-> 
न्न्ज्र ३००0] 
+ज(0 न ऊंसरि-स्(क- 2) 


न क क(0-2-४ छ(&/-20] 


अनुपाती-प्राइकलून ३९१ 
[००९ (<5,९)-२ 7 (3)] 
-_, #(0--7 30] + रद्वी ) + ९० (9.0) .. 8००) 


जहा 8 ( 9) , 3 (20) से हमारा तालर्य कमरा 9 और 3 की जभिनतियों 
(9४४८४) से और (००५ (हर) से हमारा तात्पर्य 9 और ? के सहप्रसरण से है। 
यदि ९ और है क्रमशः ४ और > के अनभिनत प्रावकलक हो तो #(९--४) 
८० और >''<-> । इस दशा में 
5 च्पि! )--००ण,शे] > (०-2) 
यदि प्रतिचयन विधि सरल यादृच्छिक होतो 


गति 00 5 


[न 
(00 








'(ण. गय ७7-0४ 
0००२ _प(प-0) व जज 
०श४)चा का 7 दे क्फ्ना 
व ए-शी 
॥ए(४--/) ८52 हे, 
तथा ए(श) ( ) मल कप 
रे हु 
इसलिए (रि) <- /52--.. , और वडें प्रतिदर्शों के छिए 8 (20) का निम्नलिखित 
ह्। 
वज्ञ्य 
सन्निकटन लिया जा सकता है। 
क्र न 
कर -_ ए(2४--)े है ऋध्-यरओ! 
५ सं #ए--7) [छि 2, ; 


ई है ह2, शनओ ] 


क्या 


(0४०2 8] ह, (0075-४१) #.>(०3) 


न्त्च्् #ऋए-)) उनमे 


३९२ सांष्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


$ ३०.३ अभिनति का प्रावकलन : 
$ (२) - 20) 3 श्ं (पथ 9) ->न3०-4) 
छ गा) खत 
8 ३०-४ अनुपाती प्राक्कलन की माध्य-वर्ग-ब्रुटि 
यदि प्रतिदर्श परिमाण इतना बड़ा हो कि _ और >(* में विशेष अंतर न हो वो 
2 की माध्य-वर्ग-त्रुटि (0/.5.%) होगी 
क.3क, (२) ++ 5(--320 
व -+- (2-7) 
2 
न्त्ज् झ (९-#हे)* 
कक (00-72 (४-20) 


27 [0॥.35.8.(9)-थ27/.275.(5, 9) 





नहर 
नख्डफ, (2].....| +ल्‍> (3०.3) 
जहाँ 0/.70.5.(5, ४) >> मे (४-5) (४-२) 
यदि प्रचयन सरल यादृच्छिक हो तो ) 
है >. 7 अभ(४-क) ९. ...40.6 
2.58. (#) क्र फड ्श्न्म्फ्ः . (3०.0) 


। ऊपर दिये 0/.5.7.(7९) के सप्निकटन का प्रावकलून नीचे दिए हुये सूत्र द्वाए 
केया जा सकता है। 


-ी ग्र कु 
758. (श -- - (४०७) $ (श-रित्ध . #.... ण्यो 
25.2. (7१)] हू पफ्-) +५ (श-खर्द्ा (3 


$ ३०.५ समप्टि-्योग का अनुपाती-प्रावकलन 

बहुधा समपष्टि को प्रत्येक इकाई के लिए किसी गुण & का मान ब्वात होगा 
है। यदि एक प्रतिदर्श के आधार पर २-० जुटा अनुपाती प्रावकूलन किया जाये को 
इस प्रावकलन को > से गुणा करने पर हमें एक प्रावफलन ४ का प्राप्त द्वोता है जो 2 
से भिप्त है। इस प्रकार से प्राप्त प्रादकलक को हम ४७ से मूचित करेंगे। 


अनुपाती प्रायफलन ३९३ 


8 ३०.६ जनपाती-प्राएद्धछऊन और साधारण अनभिनत प्रावकलून 
की तुलना - 
7(9)-॥.5.६९,.) 
४ ॥0-](9--.00०५४)+ाला | 
३००४ ४) 70] 
8 ५ हरि 
«४. ९.५, ४ से जपिझ उत्तम है यदि 
एज, 0 (४ 
का अप 8. 
यदि 0०जु), 2क्‍0४8 ८ के 
तबा शी -०; 
५ ० च दे 
तो ४, ४ में उत्तम होगा यदि 


०2 ०: ०१ 
श्छज २ > 3 (&) 


पुउ 


# आक 4 श 
अबवा 8$$ > 5 (िफनत लए 
ग्ी)  ठग) 

यहाँ हद 9) * $ कई और 2 

हाँ 2.7.) तया 0.7.(9) से हमारा वालय हा: हुँ भौर 
विचरण-गुणाकों (८०८वीलंव्य७ ० एभां2प०7) से है । 
0.7, 00- ?* ० 
(४) ज्टँया ८४०.(१)७४ई हा 
है उसमें आई 


बहुधा जिस प्रकार की स्थिति में जनुपात का उपयोग किया जाता 


को जाती है कि 2.2. (3) और ८.7. (0) प्रायः बराबर होगे । इसलिए यदि 
१४ का मान के से अधिक हो तो हम 9 7४६ उपयोग को अधिक उपदुततत 
समझेंगे। इसके अतिरिक्त यदि प्रत्येक इकाई के लिए शल्नप् वो शिनततएं और 


० जनभिवत ] (त्‌ सावारथतया ऐसी स्थिति नही पायी 
॒ त्या यथार्य होता है। परंतु सा विचलन न हो तो आशा की जा 


जाती। यदि प। और उ के अनुपात में विशेष 
सकती है कि 2. की भ्रुटि बहुत कम होगी। इसलिए इस मर: की स्थिति में ४ 
के स्थान पर ४,,/ का उपयोग अधिक उपयुवत होगा। 


रेरड सांड्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


$ ३०.७ उदाहरण :-- है 
7957 में जिला हमीरपुर की कुछ जनसख्या 590,737 थी। 7958 में जन 
संख्या का प्रावकलन करने के छिए जिले के 977 गावों में से 20 का सरछ यादृच्छिक 
प्रतिचयन किया गया। इस प्रतिदर्श के छिए 
20 90 टू 
/2/72.443 /2/596304955 


90 20 
(2385:4,698 (धीनप779रशि4 


>2320 
(240/7585,269॥77 
ही 
30 

५ ३-2 

गिर अर ३ ९ १ है । 
य्त्प 
ब्घ्ज्य 


4 
१ 2, 
द8 7 27443 





न्जव,250,029 
,ब559०,73727.77774 
>656,385 
79)-- 6 --30,795,762 9772< 897 
(९) [96.304,953--30795%7 रस पा 
65, 509,797 »€ कप, 7ण 
३90 
बह 4 20 
4.७.5.(४,७/०८ 2%४१-- 27₹| 2:55) न +० 2:56: ] 2 -शिशण 
5 380 
ब्लड 877,707 
म-+326,704 2< हद 


क्योंकि 77(0) का मान/.5.8.(2,) से छगमग 20 गुना है इसलिए यह स्पष्ट 
है कि अनुपाती प्रावकलन $.., साधारण प्रावकलन ० से उत्तम है। 
$ ३०.८ प्रतिदर्श-परिमाण 
यह घ्यान देने योग्य वात है कि ऊपर दिये हुए अभिनति और प्रसरण के सूत्र केवल 
सब्निकटन है जो प्रतिदर्श परिमाण के ययेव्ट रूप से बड़े होने पर ही उपयुक्त समझे या 


३९५ 





जनुपाती प्रापर 


उफते हैं। कितने बड़े प्रतिदर्ण को ययेप्ट रूप से बडा मानना चाहिए यद ठीक से नहीं 
कहा जा सकता। विभिन्न समप्टियों के लिए विभिन्न सस्याए येप्ट हूं। यह इस पर 
निर्भर करता है कि 3४३ भौर ४ का अनुपात वहाँ तझ चर हे। साधारणतया यदि 
प्रतिदर्ण परिमाण 30 से जपिक हो जौर इतना हो हि (६) वा 6.7. (२) 
दोनो हो १० प्रश्तिशत से कम हो तो इसकी गाफी बड़ा समसा ना सकता हटै। 
सारणी संस्या 30. 
95। और 958 में फिझा हमीरपुर के एुछ गांयों की जनसंए्या 































प्राम हा जनुपात 
ं _ शंख 
९) सिकद __ () 
। अर मककक 5 
रे नी जी 5 | 
व अमर अं 
५7472 वि अमल 
हि 
मय जया 2 कम इक 
_ . 6) ' ___0.8067 
4 मलिक 
2 अल. नकली 3००-लनल++] 
पक. 
(०0 2.7585 
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विभिन्‍न-प्रायिकता प्रचयन ($९०८७०ा जाप प्रद्माएआड 
29:00जा7४८5) 


$ ३१.१ चयन विधि 


अभी तक हमने जितनी भी प्रतिचयन विधियों का अध्ययन किया है वे एक 
या अधिक स्तरों में, एक या अधिक चरणों में, इकाइयो अथवा समूह का सरल यादू- 
ौिछक प्रतिचयन ही थीं । परंतु हम अन्य प्रकार से इकाइयों को चुनने की भी कल्पना 
कर ग्रकते है जिसमे यद्यपि चयन की प्रायिकता का भ्रत्येक प्रतिदर्श के लिए परिकलन 
किया जा सकता हो परतु ये प्रायिकताएँ सब प्रतिदर्शो के लिए वरावर न हों । इस प्रकार 
की प्रतिचयन विधि को विभिन्न प्रायिकता चयन (४८०८४०७ छाए एमएंग्रड 
97००थी६ं८७) कहते है । 
मान लीजिए कि कुल इकाइयों की सख्या 2४ है। इनको हम छ), ९५,७०७ 
ए,,..- 0, से सूचित करेंगे । हम पहिले से मिश्चचित कर सकते हैं कि इन इकाइयों 
के प्रतिचयन की प्रायिकता क्रमशः 93, 99 «० /0/-५ /2# होगी। इसमें हमें इकाइयों 
के दुवारा चुने जाने पर प्रतिबंध लगाने की कोई आवश्यकता नही है। माव छीजिए 2 
एक ऐसी पूर्ण संख्या है जिससे गुणा करने पर ये सब प्रायिकताएँ पूर्ण सख्याओ में 
परिणत हो जाती है। यदि 22 और इस प्रायिकताओं के गुणन फल को क्रमशः 4), 
,,..., १ ,...?१,; से सूचित किया जाय तो निम्नलिखित चयन विधि से हम इच्छित 
आमिकताओ को प्राप्त कर सकते है । [ यह उसी दशा में संभव है जब सब प्रायिकताएँ 
परिमेय सख्याएँ (ए4४०४० गण/णाँ८ ७) हो । 
हम 20, 2९,... .--,१) को क्रम से एक स्तंभ मे छिखकर इनके संचयी योगों 
(८ण्णापॉ:घंए८ ६०४४५) को दूसरे स्तभ में लिख सकते हूँ जेसा नीचे की सारणी में 
दिया हुआ है। 
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विभिन्न-प्रामिकता प्रदयव 
सारणी संख्या 3.4 
रस यपायाययया हल्का गे | योग 
कम संख्या | के पराविकता डे शुंच्तठी 








5 2 

|] दस कक २३० कु, ॥/ न] 

क्र ह ८2 ८४६ न कत्ल 52 

ठ फ, ः 9,+ शत 553 

2 गे एन्न्ी 
/क्ता 

कप 7 ये मत १ 5फ् 


7 


यदि कोई एक संख्या 5 से 2 तक की सख्याओं में से समान प्राथिकता से चुनी 
जाय तो उसके 3+3 और 5 के बीच में होते की क्‍या प्रासिकता है? क्योकि अत 
और -3, के बीच कुल समव सब्याएँ है है। इसलिए स्पष्डतया यह प्राधिकत: 
ए 
ा 
यही वह प्रायिकता है जो हम ए। के चयन के लिए चाहते पे। 
हमारी चयन विधि निम्नलिखित हो सकती है। 
+ से 9 तक की संख्याओं में से एक को सम प्रायिकता से 
यह सख्या सारणी में दिये हुए सचयी योगों में से किन्दी दो (न 
बीच में पडेंगी। 
हे इनमें से वह जिससे कम हो अथवा छिसके बरावर हो 
घत इकाई ( (7) को चुना हुआ माता जायगा। 


इसलिए 


चुन लिया जाम! 
और 37) के 


(अर्थात्‌ 3) उससे सब- 


३९८ सांढ्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 


$ ३१०२ विकल्प विधि ' 

यदि कुछ इकाइयों की संख्या बहुत अधिक हो तो ऊपर दिए हुए तरीके से संचयी 
योगों को प्राप्त करने में बहुत समय और मेहनत लगेगी । इस दशा में एक और विधि 
है जिसके द्वारा इच्छित प्रायिकताएँ प्राप्त की जा सकती हैं । इस विधि के निम्नलिखित 
चरण है। 

(7) 3 से 2५ तक की संख्याओं में से किसी एक का समान प्रायिकता से प्रतिचयन 
किया जाता है। चुनी हुई सख्या को हम # से सूचित करेंगे। 

(2) मान लीजिए 2?” एक ऐसी संख्या है जो किसी भी 22 से कम नहीं है। 
एक दूसरी सख्या 7 से ल्‍०” तक की संख्याओं में से समान प्रायिकता से चुनी जाती है। 
इस चुनी हुई संख्या को # से सूचित किया जायगा। 

(3) यदि /< 72, हो तो हम # वीं इकाई (7 को चुन छेते है, अन्यथा फिर 
प्रथम और द्वितीय चरणों को दुहराते है जब तक कि हमें इच्छित परिमाण का प्रतिदर्श 
प्राप्त नही हो जाता । 


2 


>> जी. अकता ् 
इस विधि द्वारा प्रथम वार में # वी इकाई को चुने जाने की भ्रायिकता रू छः 


है। इस घटना की प्रायिकता कि कोई भी इकाई नही चुनी जायगी[ म्ग्ज़््क् ) 
है। क्योंकि (# पहिले, दुसरे, तीसरे इत्यादि प्रयत्नो में चुनी जा सकती है इसलिए 
इसके चुने जाने की कुल प्रायिकता 


हे 7 
_#(ए)नन 25 [ 2! ] 77 [ हा कर 0,085 
(प् पी [ए-जुकत/ ए कर एजह्छ/फछ ४ 


रे 
फ्न्) क््क्ा 320 


हे हि (हों 
बा म्प्टः 
व आन 

] 
म्न(ः क्र ) 


का पड 


व 


॥ 


>पि 
| का 


॥ 
हि 
॥| 


पिनिप्रद्याधिरु पा प्रदयस 


लिमिरा प्राक्षाइक है 


# १ थ् 
है (० ॥ हैक, व 9, 5५ 


(प ह्ल्व [फ । 
एपरि पद ॥ ८४८ तर धाद ता /में प*+ 
5 जुद ॥ रशा या चना जाद का से ८4 

बिन पाइठन प्राप्त दो गए है। दस प्र राय 
पाये ४ का एड ज्नाविन  प्रान्‍श पक है। 


जप //8 
थे 2६ 


$ ३१५४ प्रायडछफ़ का प्रमरण 


मो । ॥४॥ 

हु ४ 5 
हक लनल 5: ( +-+2) [7 

को 42 «४7. + [7 


2 
च्ल्द [ रे फ -»!| 


यदि शत ६] 


गा श्र 
त्ती इच्छ » फआच्न | < ; लत 
वब्ब्यु श्ख्ण्य 
7 
ल्‍ ध्वलचफा 
रे 
इस दशा में 
कं 
९ गत | स््0 


गदर हें 


"(37.0) 


से रंग प्रहार या एक जन 


कर 
न 


औजपुत » बोय छा एक 


न 


यार ए पका माध्य 3 नो समध्दि 


«« (7.3) 


- (37.3) 


ड०० सांष्यिफी के सिद्धान्त और उपयोग 
$ ३१.५ मापानृपाती प्रायिकता 


इससे यह पता चलता है कि यदि इकाइयों के चयन की प्रायिकताएँ उनके मानों 
के अनुपात में हों तो हमें इस प्रकार के प्रावकलन से समप्टि योग का अनुमान विना किसी 
भ्रुटि के हो जायगा। वास्तव में हम इसकी आशा नहीं कर सकते परतु यह संभव है 
कि ह। और | का अनुपात प्रायः अचर हो। इस स्थिति में विभिन्न प्रामिकता 
चयन वहुत लाभदायक सिद्ध हो सकता है। यदि एक छोटे से सर्वेक्षण द्वारा हम 
२, ह,,......... ४, का अनुमान छगा छे और इन बनुमानो को उ,3%-««« 
से सूचित करें तो (४ को 35 के अनुपात में छेने से यह आद्या की जा सकती है 
कि एफ और | का अनुपात प्रायः अचल होगा। इसी प्रकार यदि हमें 7958 
में प्रत्येक गाँव में फसल की मात्रा ज्ञात है तो 7959 में कुछ जिले में फसल के 
प्रावकलन के लिए गाँवों के चुनने की प्रायिकताएँ 7958 की पैदावारों के अनुपात 
में लो जा सकती है। तात्पयं यह है कि यदि हम प्रायिकताओं को किसी ऐसे 
गुण :£ के अनुपात में छें जिससे 9 का अनुपात प्रायः अचल रहने की आश्या की 
जाती है तो यह प्राककलन अच्छे फल दे सकता है। किसी इकाई के & मात 
को इकाई का माप कहा जा सकता है। इस माप के अनुपात में प्रायिकता चयन को 
मापानुपाती प्रायिकता चयन (शंव्क्रांग सके कर्गबशॉतिंस कगुए॑वीमार्दा # 


न्य 
2०) कहा जाता है। यदि इस प्राक्कलन को ४/७; से सूचित किया जाय तो 


> 4 >> !। 
ईकफ्रत--+  320--+- 
228 ख्त्य 
बन 5 0 
४ टज्ू.......ः_र््७्शः (7.4) 
+ >%--॥ 
जहां >>» ऊ, ... हन्‍ वि 


अैग्गज 
$ ३१.६ प्राक्कलक के प्रसरण का प्राककलन 


हम जानते हूँ कि यदि एक समष्टि का प्रसरण ०? हो और उसमें से # परिमाष 
का एक भ्रत्तिदर्श समान प्रायिकता द्वाय चुना जाय (जिसमें इकाइयो के दुवारा चुने 


पिभिन्न-प्रायिकता प्रचयन ०१ 


७ हा ग 
ह न्भ्द हर हि 228 (झा जा 
कप कोई रोक न हो)तो ०* का एक अनभिनत प्रावकलक 5 कल या 


! न 

है जहां -वीं चुनी हुई इकाई का मान )4 है। यदि हम हे की समष्टि के प्रसरण 
|] (५ 

का प्रवकलन करना चाहे तो प्रावकलक निम्नलिखित होगा। 


११. 5 है (४-७ $ 5 ...6प्छ 
है] मजा खजछ » त के. न्‍|#3. 


परंतु हमारे प्रावकलक का प्रसरण _६ के प्रसरण का ॥ वा भाग है इसलिए 
त 


(| 


उसका अनभिनत प्रावकलक निम्तलिखित है 
१९ नल 2, (है): ४४ की 


- आह) ४ ५४% 


इकाइयों के माप 2६ के रूप में प्रावकलक निम्नलिखित होगा 
+. ४ है: ६ ० ८५,७५१ पर ठ 2 हि बल (87.8) 
हर >प्रद-ह 2 ७) 75० ६): 


$ ३१७ उदाहरण 

सारणी 30.7 में एक छोदौ-सी समप्दि के लिए उसके माप ऊँ जौर गुण श्के 
मान दिये हुए है। उदाहरण द्वारा समझाया जायगा कि इस माप के अनुपात 32 
लेकर इकाइयों को किस प्रकार चुना जा सकता है एक चुने हुएप्रतिदर्श से एके पे 
योग का प्रावकलन किया जायगा और प्रावकलक के असरण का प्राककलन भी बिया 
जायगा । 


हमें समप्ठि में से पाँच इकाइयाँ चुननी हैं। सारणी संख्या 372 के स्तंभ (3) 


2 सौर 
से हमें पता चलता है कि 27 है 30८24/698। अब हम पाँच सस्याएँ 
हब 


हुई हैं। ये सस्याएँ उन्हीं इकाद 


24,698 के बीच में से चुनते हैँ जो स्तंभ (4) में दी की दल 


के सामने लिखी गयी है जो इनके द्वारा चुनी हुई है! 
२६३ 


डण्२ सांष्यिको फे सिद्धान्त और उपयोग 


सारणी संख्या 3.2 






















































































रे सख्या | इकाई का माप ; योग 
न्‍ सख्या 
| # $,55०>५ पर 
क्‍््ि 
(7) (2) (3) (५) 
१4 3,865 7,865 
2 368 2,233 
3 87 ३,०50 
4. 7,627 4077 
5 657 5५328 
6 270 5,598 5,473 
प्र 3,644 __ 7242 
8 _ 564 | # 806 
9 458 8,294 
व0 6,942 75,236 2408 
या म92 | 76,028 
ग्2 2,727 78,749 
व्रठ 222 8,3 77 
34 736 79,707 ह 
35 563 79,657 
पर6 765 | 39.05 
य्र्प्र १,097 20,926 20,734 
व8 3,०26 23,953 
79 4659 अकवडा 
20 228 24,698 
और छठे संचयी योगों के बीच की सख्या है इसलिए इसके द्वारा छठी इकाई को 
चुना जायगा। इस प्रतिदर्श में छठी, दसवी, पन्दहवी और सत्रहवी इकाई चुनी गयी 
में इन चुनी हुई 


है। दसवी इकाई दुवारा चुनी गयी है। सारणी सख्या 30.2 में 
इकाइयों के छिए ४, और >£, का अनुपात स्तभ (4) में दिया हुआ है । 


विभिन्न-प्राधिझता प्रचप्य ड०्३ 


कप 


तट [०.8667-7 5 85--7-585+7-09 ०6--7.7000] 


ब्+249098 #7.,0750 
न्ू27,550 


सारणी संख्या 30.5 से पता चलता है कि ४८८27,443 । रस प्रकार ४,७४४ एक 


बहुत ही अच्छा प्रावकलन है। आप अन्य प्रतिदर्श छेकर इसकी और ४+०० फी 
तुलना कर सकते हैं। 


 (0७३- 22% [ए0३5ोककतीएउ 9 नए ०9००) 
+(0.-००0/-ह ७ 37577] 
__ 24097 
च्त्5्छ्4 >८0०.05845739 


नता/7982924 
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ल्रंफलए 5घगए7ए8-सामूहिक प्रतिं- 
चयन 

<०फा्म-स्तंभ 

€०ग्रापकांणा-सचय 

60स्‍एणाद्ा(-संघटक 

€णार८णापंघ्या: एथांवर्ट-सहकारी चर 

€ग्प्ररीप्र०णग कप एप०१-अ्तिवंधी+ 
बटन 

€ग्रवप्रंग्र्ण॑ ए7०7नपए-प्रति- 
बधी प्रायिकता 


ड१२ 


€0ारवेद्ञार८ ८००गरिलंटा-विश्वास 
गुणाक 

€०7्रीतंटा८८ 47(४एश-विद्वास्य 
अंतराल 

€0०75८८प्रधं४८-क्रमागत 

८0०ां5था८ए-संगति 

007४५६४८१८-संगत 

८0०7700075-सतत 

एणाएंग्रप0प5 65फ्र70४०:-सतत 
बंदन 

€०प्रधण टगआ६-नियंत्रण चार्ट 

८०४०! णंछ-नियंत्रण इकाइयाँ 

८0070॥740०-सपानाक 

८०प्रथ॥००7-सहसंबंध 

60प्रथंबप0० ०००तीटलं2ा+-सहसंवंध 
गुणाक 

८0प्रथैक्गांणा गथ४०-सहसंबंधानुपात 

&षएं07-मिकप + 

८८वीं 7६ष०07-संशय अतराल 

प्रग्रपौ३४ए०-संचयी 

€पांध्व॑ 5ए४८८८७-क्रुन्तछ कोप्ठक 

८फ्ाए८ 40078-वक्र आसंजन 

5४४-आँकड़े, न्यास 

86८|०-दशमक 

वंल्छ्ाव्टड ०६ म८९८१०7-स्वातंत्र्य 
संख्या 

पला०ण्गरए३८०:-हर 

वल्जंछुप ० ठफुष्मंग्रधया-प्रयोग 


अभिकल्पना 
तै>०छव4%7-विचलन' 


सांश्यिकी फे सिद्धान्त और उपयोग 


एंगाः८८-व्यास 

संलिलाप्रंग ८४८०पॉप5-अवकल कलन 

सं5८ाट०-असतत 

कंडलाल०8 संडांपर॑ंणा-भसतत वंदन 

059८४०॥-प्रसार 

95970४८-असिद्ध 

क$प्रंगप्रंणा, रा८पं००-संचयी 
प्रायिकता फलन 

0ए्थगं०५-गति-विज्ञान 

€लेध्ा: ०४॥१४०:-दक्ष प्रावकलक 

<ग्िलं८०८ए-दक्षता 

लेल्माध्यध्य) ८एथा७-प्रायमिक घटनाएँ 

€एगं090०7-निरसन 

८ुणंए्रश/०१६-चुल्य 

€५७॥72007-प्रावकलक 

€फ्थानतम 

७००६ |7जछ5-यथार्थ नियम 

ला्टोफश्रनंएट-अपवर्जी 

व्पीबाए57ए८-नि.शेपी हे 

कफुथांधवाप् ८प०7-प्रायोगिक त्रुटि 

&पथपरोप्रथा।/०7-संपरीक्षण, प्रयोग 
विधि 

डिणगपर्भ टफुशमरधय-बहु-उपा- 
दानीय प्रयोग 

24८0०7-उपादान, खण्ड 

40एलंब आड्प्प्राधय(-विश्वास्य युवित 

54पल॑ंग क5प्रं9ए४०7-विद्वास्य बटन 

आएं६४-परिमित 

का घाव ० ढएणा-पहली किस्म 

- की त्रटि 


पारिभाषिक-ाब्दावली ड१३ 


दि5४ पृषशा८-प्रथम चतुर्थक उग्र: ०एथा७-संयुकत्त घटनाएँ 
00 एथप्रन्‍-पौष्टिकता |एा४०अं5-ककुदता 
49०7णा-भिन्न [9ण ०६ धा०5-त्रुटियों का वढन 
इि०्पृप्रथा८ए-बारंबारता [८एथै-स्तर 
ग्व्वुपणा८५ 9०४४०-वारंबारता.. [८एवें ० अंछधंगीपका८०-सार्थकता स्तर 
बहुभुज #एशए-समावी 
80००0०765 ०६ 60-आसंजन सौप्ठव. शिव्या-एकघाततीय 
$7०[/7-लेखा-चित्र क्‍ध्क जि८पंण्ा-एक घातीय फलन 
इप्भाक्षा।6९-प्रतिश्रुति ]0८थी५ 00०5८१-स्थानीयत: अभिनत 
॥6६:०७०7०७४-असमांग ]0८थीए ए्र०४ 9०जथापि-स्थानीयत: 
099०0॥८ओ५-परिकल्पना अधिकतम सामर्थ्यवान्‌ 
१46५॥६०४०:-आदर्शीकरण 08थरंधीए7-लछघुगणक 
7970940८--असभाज्य 00-ढेरी 
ग्रत८०६ - 0९ 35४०८०४ंजा-साहचर्य.. ग्राथ्यंप ४वैं८८:-मुख्य प्रभाव 
सूचक पाभछगण 0$070ए५०7-एक-पारवबीय 
फरत>र ०६ ०0वेंट 25500४४०॥-क्रिक_ बटन 
साहचयये का सूचकांक वकरपंशाणा॥ ॥06॥00व॑ फ्ररपी०१- 


गपेप८पए८ 776070 तैं-आगमिक विधि... मह॒त्तम संभाविता विधि 
ग9ए06 5८९५०१८८-अनेत अनुक्रम गराध्या-माध्य 
ग्रध08 5०7०४-अनत श्रेणी गार्या. पे८एं३पं०घ-माध्य विचछन 


7090८१एश-समाकल माल्या 5पुप्गल पगापगठथा८ए-माध्य 


77४८४:४४०॥-समाकलून वर्ग आसग 
२०४४८॥४०४०८ <प्बवुद्धि-परीक्षण.. ग्र०४5एा७-माप 
घाधधा-पुप्य पे एभा8०-अंतश्वतुर्थक्क. 77८वीआ-माध्यिका 
परास 77८ए८थ ६ध८०००६-चिकित्सा-विज्ञान 


शधाक्षा०८0००॥-प्रतिच्छेद ग्रग०७-ए9 क्ष॑०६-तत्त्वविा 
मेशटाएश॑ ८४४४॥१४0०॥-अंतराल एलूण०ंठड्;प्य ६प्रघं०7-मौसम 
विज्ञान विभाग 


प्रावकलन 
वृधापा०7-सहज ज्ञान फ्राला0वं 0 ग्रापग्रद्याउ-घूर्ण-विधि 


उंगफा कफ प्रपंणा-संयुक्‍त चंदन... ्घ०की ग्रा।शएशैं-वहुलक अंतराल 


ड्र्द 


ध000-बहुलक 

ग्र700८-प्रतिरूप 

प्रगणप्रथाए-पूर्ण 

ग्राण्णव्या: ३907८ पर]6 गध्या- 
माध्यातरिक घूर्ण 

777070077८-एकस्वनी 

ग्रपोपए०सं4०-वहुचर 

प्राण ३४०८०॑:पंणा-पा रस्परिक 
शाहचर्य 

म्रपाए्ग ९२टोप्रतए४ ०ए०७-परस्पर 
अपवर्जी घटनाएँ 

70र्2-प्रसामान्य 

70०५७४०४-संकेत 

प्रपाग्रण०:-अंद् 

ग्रष्पपंप्ं०प५ 7९5०३ए८१-पोपण-संबंधी 
गवेपणा 

०$थएश/०-प्रेक्षण-गम्य, प्रेक्ष्य 

0श्ाप्रथ्पंणान वाणगा-प्रेक्षण चुदि 

0958०ए८:-प्रेक्षक 

०५(-विपम 

०ट्टॉए७-तोरण 

0०70078(४-कोदि 

०पंडं0-मूल बिन्दु 


सांध्यिकी के सिठान्त और उपयोग 


9५४६८०॥०४४-शिस्तरता 
एच्प््थयधा५ 9०7४-प्रतिशतता विदु 

एनव्ला0(०-शततमक 

एथग्राप्व४ंणा-क्रचय 

एभ६ 0०९००४४४-वनस्पति प्रजबन 

ए2पत्न/०-सत्य भासक 

ए०४६ ०५४० ४०7-विंदु प्रावकलन' 

ए05507*5 (४घ9ए४०॥-पपासों वंदन 

909ऐ9प०० (एंएटा६८)-समप्डि 

?०अंधंए८-धनात्मक 

9०४प्रौ४४०-अभिधारणा 

ए०एथा-सामथ्य 

ए०फणथ ८प्ा्र०-सामर्य्य वक्र 

7०श्८ार-सामर्थ्यवान्‌ 

ए०छ८7 ०६० (०४-परीक्षण-सामर्थ्य 

7०: 5८7०४-घातश्रेषी 

ए्टाप्रंणप्रन्ययार्थत्रा 

97०92०|ए-प्रायिकवा 

एबी पेथ्यपंप-प्राविकत्ता 
घनत्व 

[7०४००॥0४ 050व०0४०7-प्रायिकता 
बंटन 

970०92909 77355-प्रायिकता द्रव्य- 


०एथ7३एए॥8 ८फथ5-प्रारोहक समूह मान 


एभए-युस्‍्म 

94400 06 5९८००पर्त ठंद्हा९८-ढि- 
घाती परवरूय 

?थाभा८८६7-प्राचछ 

एथपेशे ८णा०िप्पर्तंणछ-आशिक 
समाकुलन पु 


ए०००नजाप ए7कुणपंगार्थ (० 
अंट०-मापानुपाती प्रायिकृता 

छागु०प्मं०7-प्रक्षेप' 

97००६--उपपत्ति 

97०7०:४०7रभै-समानुपाती 

95एथा०5००थ्धं८-मन-शारीरिक_< 


पारिनापिफ-शब्दाबजी 


एथे। 8098०-यृप्टि-मापफ 

प्शापगणा ठफुलांग्रथा-यादृच्छिक 
प्रयोग 

ए्गातैणापंय्वपंगा-पादृच्छिीकरण 

एशातदणा 5प्रप-पादृच्छिक ज्ञारम 

पथ त०णा धरशाओ८-यादृच्छि-क चर 

प्थाए८-पराम 

म्गपं०-०५४४घ३०१-अनुपाती प्राफफडन 

इगपंणाओं वष/ट-परिमेय सख्या 

प्रभ्ख ॥/0॥०८ए--शून्पात्तरिक घूर्ण 

०० व्रध्याथ-वास्तविफ सस्या 

इ९टप्रगाहुणैग ती5प्रो0एणा- 
आयताकार बटन 

7०छॉणा 0६ एटं८८पणा-अस्वीकृति क्षेत्र 

९87०४४०॥-सेमाश्रयण 

म्ध्हालभंणा ९००लेंटाए-समाश्रयण 
गुणाक 

ए८87०5४०॥ ८ए्7ए८-समाश्रयण वक्र 

7८8705४07॥ ॥0-समाश्रयण रेसा 

एटॉगाए९ ९पुपथा८ए४-आपेक्षिक 
बारंबारता 

ए८पांलहते पययार्तगयांय्यर्त0- 
नियत्रित यादृच्छिकीकरण 

इ९5घां८००7-प्रतिबंध 

700६ ग्राध्व0 5चप्रधा तंल्संबाणा- 
माध्य वर्गे-चिचछम मूल 

ए०फ़-पकिति 

$2॥7९-प्रतिदर्श 

$श7 (जि पैंडदयां9प००-प्रतिदर्शज 
बटन 


ड्प 


इग्पाएाडू लात-प्रतिदर्शी ब्रुदि 
5थाएगिएु ग्राफएटटएणा फौगा-प्रतिदर्श 
निरीक्षण योजना 
5गाए।शए प्राप्ट ९०ै-प्रतिचयन जतराल 
$८आऑ८-मापनी 
5९5८८. तग8थाा-प्रकीर्ण चियर 
5८८णातं 0 ०६ ८ा०-सूसरी किस्म 
की बुद्धि 
इलुल्ट्पणय पशएी एथए्पडु छ0०04- 
5भपे८४-पिभिन्न प्रापिकता चयव 
इथ्यध्रपए०-मुग्रादी 
$८-बुलफ 
आ099९-हप 
आंध्र प्रा०005. ८पु५३४०॥5४-युगपत्‌ 
समीकरण 
ऑ६०ए्ाप८४४-नवैपम्प 
$7८८५-विनिर्दिष्ट 
$पष्श०्-बर्गं 
$वुप्शा८ते 0९एं०८००॥-बगित विचलन 
$पुष्धा& 700-बर्गंमूछ 
5पथा्त300 प०एं४४०॥-मानक विचलन 
अगाव॑गती5०वे. गण वाडाा- 
9&ए०४०४-मानकित प्रसामान्य बटन 
$६थ्वा त॑05८९ $८४४-मानकित मापनी 
इ30 5८2 489०४-साख्यिकीय नियम 
$:205ध05-साख्यिकी 
$:8६05-प्रतिष्ठा 
॥पर्विलंध्य८ए-पर्बाष्ति 
इणमील्ंधा-पर्याप्त 
5प्रशिणंदा ६ ४४9 घं५5४८-पर्या प्लस प्रतिदर्शज 


४१६ 


$प7ए८ए-नसर्वेक्षण 

$शप्रप्रावधपंध्वा-सममित 

$ए४८740० 5॥॥ए॥78-व्यवस्थित 
प्रतिचयन *। 

४४०८-सारणी 

#८०१९०८४-प्रवृत्ति 

६6४४ 0९ |070थाथए-समांगता 
परीक्षण 

६28४708 ०६ ॥97007०४5-परिकल्पता 
की जाँच 

४४९०:४९४१-प्रमेय 

£05505-उत्क्षेपण 

(:८9(77767(-उपचार 

पज्०. तीपलानओंगवे 7श्ञावेग्रा 
एथ7०४०८-ट्ििं-विमितीय यादृच्छिक चर 

६9५7०-ढंकन 


सांध्यिकों के सिद्धान्त और उपयोग 


परा4४८०-अनभिनत 

प्रणंग5८तें. ९४४7३00:-अनमिनत 
प्रावकलक 

प्र45४८०॥९५४--अनभिनतता 

पफकिफ्णोए प्राण४ 9० रण ६८४७एक 
समान अधिकतम स्रामथथ्येवान्‌ परीक्षण 

पमंग्फणाए छात्रि३४९/ ६८४६६-एक- 
समान अनभिनत परीक्षण 

ध्राव०]-संगम 

फ-मात्रक, इकाई 

पएए्थ5८ (909णै4४०)-समप्डि 

फाएणि०ए7-अन्ञात 

शथा9700०-प्रसरण 

जथं०लं४-वेग 

शल्य(८र्श-ऊष्वे 

जापए 870५०-समूहाम्यांतरिक 


मत अत जी म&%ू ४ ०७ ०७ 


५ 


समिति के अन्य प्रकाशन 


भारतीय ज्योतिष का इनिहास 
नत््वज्ञान 

हिन्दू गणितशास्त्र का इतिहास 
अरिस्तू को राजनीनि 

सामाजिक परापण 

उत्तर प्रदेश में बौद्ध धर्म का विकास 


क वही, अग्रेजी में 


सम्कृति का दार्शनिक विवेचन 
सस्कृत आछोचना 

भारतीय ज्योनिष 

भारतीय दर्शन 

पश्चिमी दर्मन 

भारतीय आये भाषाएँ (यत्रस्थ) 
स्वतन्न दिल्‍ली (सचितर) 


.. जीव-जगत (सचिन) 


राइफल (सचिन) 
दर्शन-मग्रह्‌ 
कला और आधुनिक प्रवृत्तियाँ 


« कीयला (सचित्र) 


संगीत-श्चास्‍्त्र 

मृत्तिका-उद्योग (मचित्र) 
उर्दृ-हिन्दी शब्दकोप 

घक्ति, वत्तमान और भविष्य 


» जातिविज्ञन का आधार 


राजनय 
सस्कृत-ताटककार 


« भौतिक विज्ञान में क्रान्ति 


भारत का भापा-्सवेक्षण 


- भरत का सग्रीत-सिद्धात 
» सूक्तिसागर 


उद्योग और रसायन 
विमान और वैमानिकी 


« इलेक्ट्रान विवर्तन 


पंत्तन की परिभाषा 


- मलयालम साहित्य का इतिहास 
> खाद और उर्वरक 
» काँच-विज्ञान 


डे 
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